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广义 孟 数 论 是 本 世纪 50 年 代 形 成 的 一 门 重要 的 数学 分 支 .40 
年 来 ,由 于 近代 物理 学 、 工程 技术 科学 和 数学 本 身 的 需要 ， 它 获得 
了 还 猛 发 展 ， 国 外 已 出 版 一 些 专著 . 国内 也 有 些 高 等 距 校 在 泛 函 
分 析 课 程 中 程度 不 同 地 讲授 了 一 些 初等 知识 . 1985 年 在 育 岛 举行 
的 全 国 第 一 届 * 广 义 函 数 及 其 应 用 ?会 议 标 志 着 我 国 数学 界 对 广义 
函数 的 重视 .我国 已 规定 广义 函 炒 为 基础 效 学 专业 研究 生 的 必修 
肉 容 ;但 是 至 今 还 没有 一 本 符合 我 国 国情 的 自 编 教 竺 . 

编者 有 幸 多 次 为 研究 生 和 和 青年 诅 师 讲授 广义 通 数 论 及 有 关 课 
程 ， 本 书 就 是 在 原来 讲义 的 基础 上 补 亮 修 订 而 成 的 ， 全 书 系 统 介 
绍 广 义 闸 数论 的 研究 对 象 、 革 本 理论 ,思想 和 研究 方法 , 以 及 一 些 
近期 发 展 情况 ， 选 材 时 既 考 虑 到 理论 的 系统 性 和 科学 性 ， 也 考虑 
到 内 容 的 全 面 性 和 方向 性 。 本 书 可 作为 高 等 院 校 的 赦 烤 ， 也 可 作 
为 工程 技术 人 员 和 科研 工作 者 学 习 与 研究 泛 函 分 析 知 识 的 参考 
书 . 

本 书 相 编写 过 程 中 注意 到 下 列 儿 点 ; 

(1》 全 节 自 成 体系 ， 本 书 开 始 先 介绍 阅读 本 书 所 需 的 基础 
知识 ， 而 不 计 细 节 ， 书 后 附 有 主要 的 经 典 著 作 和 近期 的 一 些 参 考 
文献 , 以 便于 读者 自学 和 研究 ， 

( 2) 每 章 开 始 , 先 概 述 本 章 主 要 内 容 , 使 读者 有 个 概括 了 解 ， 
以 便 有 目的 ,有 选择 地 阅读 和 参考， 

(3) 对 基本 概念 的 引入 ， 羡 可 能 指出 其 背景 材料 ， 避免 给 人 
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以 * 无 源 之 水 ,无 本 之 木 ? 的 感觉 。 

(4)》 重要 定理 的 证 明和 故 求 思路 明确 ,分 述 详尽 ,以 方便 教学 ， 

《5》 结 合 本 书 内 容 ， 指出 广义 务 数 论 中 存在 的 一 些 间 题 、 发 
展 方向 以 及 参考 文献 , 供 有 志 于 本 专业 的 读者 参考 ， 

企 编写 过 程 中 ,我 们 试 国 蒜 顾 入 门 和 专著 两 个 方面 ,但 忠于 水 
平 ,有 时 难免 失 于 偏颇 , 也 会 出 现 一 些 页 点 和 错误 , 敬 请 广大 疙 者 
指正 ， 以 重修 改 ， 

编写 本 书 时 ,得 到 了 河南 师范 大 学 校 , 系 领导 的 关怀 与 支持 . 
党 怀 忠 辐 志 对 本 书 提出 过 许多 有 益 的 建议 ， 王 向 东 同 志 及 系 中 许 
多 教师 都 帮忙 做 了 许多 工作 .河南 省 教委 、 河 南大 学 出 版 社 的 令 
导 及 有 关 同 志 对 本 书 出 版 给 予 大 力 支持 。 特别 是 程 庆 同 志 为 本 上 
编辑 出 版 付出 了 痒 鞭 的 劳动 ,我 们 表示 袁 心 的 感谢 - 

编者 
1995 年 2 月 
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引言 一 广义 函数 论 的 形成 和 发 展 


广 尽 函数 论 是 在 近代 息 理 学 、 工 程 技术 科学 与 数学 本 身 理 论 
发 展 的 基础 上 逐渐 形成 和 发 展 起 来 的 ， 是 泛 男 分 析 的 一 个 重要 分 
支 ， 

19 世纪 30 年 代 , 经 过 的 200 年 争论 之 后 , 由 于 自然 科学 的 
发 展 ,大 量具 体 材料 的 积累 , 特别 是 由 于 蓄 振 动 问题 的 研究 , 当 人 
们 狠 出 了 函数 用 三 角 级 数 表 示 的 可 能 性 问题 后 ， 冰 数 概念 终于 从 
连续 性 ,可 微 性 与 展 成 颇 级 数 的 可 能 性 中 分 离 出 来 ， 如 所 再 知 ,这 
个 定义 是 :* 函 数 ?= 捧 友 是 一 个 对 应 规则 , 对 乎 x 的 变化 域内 的 每 
个 数值 , 按照 这 个 规则 ,有 y 的 某 个 数值 与 之 对 应 . "现在 也 有 人 称 
这 个 定义 为 函数 的 古典 定义 ， 它 大 致 符合 关于 测量 和 计算 宏观 物 
体 运 动 的 结果 .， 人们 用 这 个 定义 成 功 地 解决 了 当时 明 到 的 数学 方 
订 与 物理 方面 的 让 要 困难 ， 以 致 争论 各 方 完 全 一 致 地 接受 了 这 个 
定义 ， 可 以 说 ,在 19 世纪 和 20 世纪 初叶 ,数学 分 析 的 整个 进一步 
发 展 ,实质 上 是 遵循 这 个 定义 的 可 能 展开 的 方向 前 进 的 . | 

但 是 自 20 世纪 初 , 进入 微观 物理 现 蒙 的 研究 后 , 函数 的 古典 
定义 泵 再 被 认为 那样 完美 了 ,人 们 和 希望 它 有 所 改进 ， 这 种 要求 主 
要 来 自 以 下 两 个 方面 

(1)》 物理 学 与 工程 技术 科学 的 进一步 研究 过 到 了 重大 困难 . 
例如 在 量子 力学 的 研究 中 以 狄 拉克 (Dirac) 为 名 的 “5 函数 >{ 注 ， 
事实 上 ,此 “函数 ”早已 在 物理 学 与 工程 技术 科学 中 应 用 了 ， 狄 拉 
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克 员 是 广泛 应 用 了 它 , 这 一 点 已 有 多 人 指 绸 ,如 虽 泪 (Lutzen)y 呈 )， 
全 < 族 数 ?在 * 轴 上 除去 一 点 外 处 处 为 零 ,在 这 一 点 的 值 为 无 限 大 ， 
丽 其 积分 值 却 等 于 1 ， 从 吉 典 的 函数 与 积分 的 观点 看 来 ,这 个 函 
数 ?包含 着 不 可 克服 的 矛盾 ,但 这 个 “ 冰 数 ” 甚至 它 的 各 阶 导 男 
数 " ,不 仅 可 以 在 现实 世界 找到 原型 ,而 且 也 在 物理 学 与 工程 技术 
科学 中 得 到 了 广泛 应 用 ， 成 了 物理 学 家 与 工程 技术 专家 每 心 应 于 
的 工具 ， 还 有 , 对 古典 函数 的 某 些 运算 (如 求 导 函数 或 函数 列 的 你 
项 求 导 ) 往 往 要 加 上 很 强 的 条 件 , 但 在 许多 问题 忠 , 这 些 条 件 或 者 
不 具备 ， 或 者 虽然 具备 而 验证 起 来 却 很 麻 燃 ， 物 理学 家 与 工程 技 
术 专 家 希望 摆脱 这 些 条 件 来 考虑 。 而 数学 家 则 要 以 这 些 条 件 作 为 
施行 各 种 运算 的 前 提 ， 那些 必要 而 严格 的 但 却 是 繁 琥 的 条 件 ， 大 
大 限制 了 数学 分 析 方 法 的 灵活 运用 .在 电工 学 中 经 常 适 用 没有 产 
格 数学 基础 的 出 海 维 赛 德 (Heaviside) 工程 师 引 进 的 运算 微 积 方 
法 ， 当 时 的 工程 师 们 都 系统 地 应 用 了 他 的 概念 ， 同 时 或 多 或 少 地 
音 识 到 ,这 将 成 为 一 门 专 门 的 学 问 一 一 “不 精确 但 却 很 成 功 的 学 
问 ”， 这 些 乍 看 起 来 很 不 严格 的 似乎 没 肥 可靠 理论 根据 的 概念 与 
方法 ,其 所 以 用 之 有 效 ,自然 是 由 于 它们 反映 了 物质 世界 的 客观 规 
律 。 这 就 充分 说 明 古 典 的 函数 概念 是 不 完备 的 . 

(2) 数学 理论 的 发 展 也 产生 了 新 的 需要 ， 偏 微分 方程 广义 解 
的 研究 与 发 散 积分 概念 的 引入 就 是 明显 的 例子 ， 众 所 周知 ， 斯 带 
尔 吉 斯 (Stieltjes} 积 分 理论 可 以 给 出 $5 函数 "以 合理 的 解释 ,但 外 
此 对 象 所 固有 的 直观 性 与 送 算 的 灵活 性 却 被 掩 荐 ,并 且 “$ 阔 数 ” 
的 “ 导 沙 数 ?就 不 能 用 这 种 积分 表示 . 同 料 地 ,科普 拉 斯 (Laplace)》 
变 执 理论 也 能 给 送 算 人 微 积 以 严格 基础 ， 从 而 使 它 成 为 可 靠 的 数学 
工具 ,但 同时 它 也 失去 了 本 来 的 灵活 特点 ,还 带 来 了 一 定 的 解析 局 
限 己 ,使 其 应 用 范围 受到 限制 .因此 ,本 质问 题 在 于 需要 适当 推广 
古典 的 函数 概念 及 其 运算 ， 在 更 高 的 基础 上 恢复 数学 分 析 的 灵 滞 
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性 ,使 它 成 为 更 合理 、 更 一 般 的 数学 工具 ， 以 便 能 在 更 完 : 备 的 抽象 
程度 上 表达 和 研究 物质 世界 . 广义 函数 论 在 一 定 程度 上 令 人 满意 
屯 解决 了 之 些 问题 ， . 

在 广义 函数 论 形成 过 程 中 , 阿达 天 (Hadamard) 与 黎 其 
(Riets 坟 关于 发 散 积 分 的 工作 曾 起 过 重大 作用 ， 另 一 方面 , 按 宪 式 
增长 函数 的 傅 里 叶 (Fourier) 变换 的 博 赫 纳 (Bochner) 理论 与 广义 
函数 理论 也 有 紧密 的 联系 。 这些 傅 里 叶 变 换 实 质 上 就 是 广义 消 
数 ， 在 博 称 纳 理论 中 ， 它 们 是 当 作 连续 函数 的 形式 上 的 导数 而 出 
现 和 的 ， 索 伯 列 夫 (Co6ones) 往 研究 变 系数 双 曲 型 偏 微分 方程 的 柯 
西 (Cauchy) 问 题 中 ,探讨 了 作为 汉族 考虑 的 广义 放 数 的 一 般 概 
念 , 并 且 实 质 上 用 于 一 系列 数学 物理 问题 的 解决 

1945 年 施 瓦 兹 (Sechwartz) 开 始 了 分 布 〈 即 广义 函数 ) 方面 的 
系统 工作 ，1950~1951 年 ,他 的 两 郑 专 著 & 分 布 论 》 先 后 出 版 ， 在 
读书 中 ,他 收集 和 综合 了 当时 一 切 有 关 主 去 成 果 , 并 在 拓扑 线性 空 
间 王 论 的 基 而 上 , 以 统一 观点 加 以 系统 化 ,把 分 布 定 义 为 基本 空间 
上 的 连续 线性 泛 函 , 盖 有 明了 分 布 的 性 质 与 结构 ,引进 了 分 布 的 卷 积 
运算 和 傅 里 叶 变 换 , 指 出 了 分 布 的 一 系列 诬 用 ， 符 列 是 在 偏 微分 广 
程 和 差分 方程 方面 的 应 用 . 

分 布 论 在 数学 分 析 中 产生 了 两 个 重要 结果 ， 首 先 ， 它 给 予 许 
多 专门 文献 内 的 形式 运算 以 严格 论证 , 使 之 变 成 普 通知 识 其 次 ， 
也 是 更 重要 的 结果 是 ， 它 开拓 了 数学 研究 的 新 领域 ， 而 且 在 这 些 
领域 如 常 微分 方程 , 偏 微 分 方程 、 运算 微 积 、 变换 理论 等 的 发 展 中 
贼 予 了 动力 ， 推 动 了 数学 分 析 的 发 展 ， 因 此 可 以 认为 施 瓦 闭 的 工 
作 , 特 别 是 他 的 分 布 论 3 的 出 版 ,标志 着 广义 函数 论 作为 数学 的 独 
立 分 支 的 诞生 ， | 

广义 函数 论 诞生 后 ,受到 广大 数学 家 ,物理 学 家 与 工程 技术 郑 
家 的 重视 , 产生 了 重大 反响 ,得 到 了 广泛 应 用 ， 这 可 在 盖 尔 凡 特 
《LI emp 中 aHI) 等 所 编 的 一 套 五 卷 专著 & 广 义 函 数 》 中 聊 兄 端倪 .该 
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书 在 《分 布 论 3 的 基础 上 ， 重 新 系统 地 推广 和 讨论 了 广义 函数 理论 
以 及 与 它 有 关 的 分 析 上 的 问题 ,把 数学 分 析 、 泛 洒 分 析 、 微分 方程 ， 
理论 、 概 率 论 (广义 随机 过 程 ) ,局 部 紧 李 群 的 内 示 论 以 跌 名 种 空间 
.上 的 调和 分 析 等 甸 方 面 的 一 系列 问题 联系 起 党 。 完 分 利用 于 当时 
的 已 有 成 果 ， 特别 是 他 们 自己 的 成 果 ， 请 哥 留 波 赤 (Boronlo6on) 

及 其 合作 者 把 广义 函数 论 成 功 地 应 用 于 量子 场 论 的 一 些 问题 ， 使 
广义 务 数 成 为 解决 微观 世界 问题 的 必 不 可 少 的 工具 . 

。 施 瓦 兹 的 分 布 所 用 的 基本 空间 (通常 是 E 空 间或 其 子 空间 )， 
加 上 了 很 强 的 条 件 ,这 就 限制 了 它 的 应 用 范围 . 罗 米 欧 (Roumieu) 
与 保 灵 (Beurling) 从 不 同方 商 推广 了 分 布 的 定义 ,前 者 的 基本 空 
问 是 某 些 具 紧 支 集 的 韭 拟 解析 函数 类 ， 后 者 的 基本 空 闻 由 传 里 叶 
变换 的 性 质 产生 ， 柯 玛 辫 (Komatsu) 又 在 罗 米 欧 的 背景 内 给 型 了 
这 两 种 广义 函数 的 统一 处 理 ， 使 广义 函数 理论 的 研究 路 进 了 一 大 
步 . 

施 巨 兹 把 广义 函数 论 表 示 为 拓扑 线性 空间 的 对 侦 理 论 ， 要 求 
只 备 泛 函 分 析 的 基 珊 知识 ,还 要 走 绕 过 共 叔 的 弯路 ,而 且 这 种 方法 
的 有 效 范围 又 局 限于 线性 运算 问题 { 注 ， 近 年 来 , 由 于 理论 物理 学 
及 技术 科学 的 需要 ,特别 是 广义 函数 的 乘法 研究 中 ,广义 函数 的 非 
线性 运算 方面 的 文献 已 日 渐 增 多 ， 这 里 侧重 于 从 广义 渔 数 概念 方 
面 考虑 ), 用 起 来 仍 感 不 便 , 和 于 是 在 广义 函数 论 发 展 过 程 中 出 现 了 
各 种 流派 ,以 发 扬 它 的 优点 ,改进 它 的 不 足 . 

米 库 注 斯 基 (Mikusinski) 与 西 考 尔 斯 基 (Sikorski) 提出 了 另 
一 种 构造 广义 函数 的 方法 ， 他 们 从 弱 收 化 概念 出 发 ， 类 似 于 康 脱 
尔 (Cantor) 由 有 理 数 集 扩 充 为 实数 集 的 思想 ， 定义 广义 函数 为 这 
续 函 数 基 本 列 的 等 价 类 .这 种 定义 方式 ， 仅 要 求 最 简单 的 分 析 知 
识 而 不 利用 泛 函 分 析 方 法 ， 而 且 能 对 分 布 采取 与 普通 通 数 同样 的 
记号 , 并 人 允许 保持 分 析 公 式 的 同样 形式 积 引进 道 常 的 运算 术语 . 这 
种 定 文 方式 的 缺点 是 不 便于 应 用 ， 但 它 有 助 于 关于 分 布 在 一 点 的 
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值 的 理解 。 美 忠 吉 斯 (MRIIIKSC)、 列 品 (Termta) 和 苹 尔 (Gal) 对 

此 定义 作 了 手 象 处 理 ， 推广 子 分 布 概念 , 并 且 把 两 种 定义 作 了 比 

较 ,证 明了 它们 的 等 价 柱 ,使 得 广义 函数 更 易 理解 、 而 符 普 尔 

(Temple) 与 柯 来 瓦尔 全 orevaar) 从 应 用 的 角 诬 出 发 采用 了 宣 等 训 

发 性 的 叙述 方式 ， 把 广义 函数 表示 为 某 种 意义 的 通常 邓 数 序列 的 

形式 还 有 很 多 ,特别 是 柯 尼 哥 (及 onig) 把 广义 函数 定义 为 圭 级 数 
f= 3 grfn(x), 


这 是 现在 最 简捷 的 一 种 方式 ,也 是 处 理发 散 概念 的 一 种 有 效 方法 ， 

佐 腾 坦 夫 从 把 实 轴 上 光滑 的 函数 看 作 半 复 平面 的 解析 户 数 边 
界 值 这 一 想法 出 发 ,建立 了 他 的 “起 函数 ?理论 . 他 附加 了 局 部 化 原 
理 后 ,证 明了 他 的 * 超 函数 ”包括 了 施 瓦 兹 的 分 布 作为 特例 , 此 外 它 
了 世 包 括 了 柯 玛 兹 型 超 分 布 . 

公理 化 是 现代 数学 的 一 个 重要 方法 , 西 尔 瓦 (Silva) 与 柯 尼 和 到 
探讨 了 广义 函数 的 公理 化 结构 . 

近年 来 ,利用 广义 函数 的 非 正 则 运算 , 特别 是 乘法 运算 来 定义 
广义 质数 ， 也 是 一 个 重要 的 方 回 . 

以 上 研究 广 尺 函数 的 方法 ,都 是 在 传统 的 数学 分 析 或 者 说 标 
准 分 析 ” 的 范畴 内 进行 的 .60 年 代 以 来 , 史 宾 还 (Robinson) 应 用 
人 创始 和 发 展 的 “ 菲 标 准 分 析 ? 理 论 , 络 出 了 准 广义 函数 概念 ,也 包 
括 了 施 瓦 兹 的 分 布 ， 

由 于 非 标 准 分 析 理 论 中 允许 无 根 大 像 实数 一 样 进行 运算 ， 所 
以 可 望 解决 发 散 困 难 ,可 能 有 较 广 阔 的 前 途 . 

公 从 上 面 不 完全 的 氢 述 就 可 看 出 ， 尽 管 在 广 尺 函数 论 的 形成 
和 发 展 过 程 中 出 现 了 众多 流派 ,但 从 方法 论 观 点 看 来 ,主要 有 四 种 
确定 广义 函数 的 方式 , 即 对 偶 理 论 、 形式 观点 。 边界 值 表示 与 公理 
化 方法 ,其 目的 主要 是 扩充 某 些 古典 的 函数 概念 ,以 解决 求 导 和 极 
限 交 换 问 题 . 


+ Vl * 


从 理论 上 党; 有 无 限 多 种 物 间 六 义 函 数 的 方式 , 因此 , 今后 当 
然 会 出 现 新 的 广义 整数 类 , 以 部 次 实际 研究 中 出 静 的 新 问题 .但 从 
另 一 方面 来 看 ,当前 对 于 广义 请 数理 论 的 研究 } 大 兴 是 玻 支 地 和 疮 
散 地 醋 究 荣 种 广义 商 数 类 的 定义 方式 、 膛 辑 上 的 一 由 错 虹 及 其 应 
用 ; 而 进一步 完 鞠 和 系统 综合 大 量 已 有 理论 ,所 形 成 统一 的 , 形式 
简单 地 研究 对 象 ,这 方面 的 工作 研究 得 还 很 不 够 , 似 为 今后 值得 注 
意 的 一 个 方向 . 
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第 〇 章 预备 知识 


对 本 书 的 读者 , 我 们 要 求学 习 过 实 变 次 数 , 复 变 函数 ,线性 代 
数 . 点 集 拓扑 与 省 函 分 析 的 基础 知识 .为 了 统一 使 用 名 词 ,术语 和 
符号 ,也 为 了 帮助 读者 复习 有 关内 容 , 这 里 再 对 一 些 基 本 概念 与 定 
理 用 较 一 般 的 观点 作 一 简 还 ,而 不 深入 绍 节 ， 已 学 者 可 赂 去 本 章 - 


81 集 与 序 


1. 集 与 子 集 

设 天 ,了 是 二 集 ， 我 们 用 符号 xE 区 表示 < 是 集 基 的 元 品 ， 开 
.CY 表示 XX 是 了 的 于 集 . 六 = 了 表示 XCY 而 且 YCX. 记 p(x) 
汶 美 于 元 素 * 的 性 质 ， 用 {x | pCr)} 或 {XP(#)) 表 示 使 p(x) 成 立 
的 天 的 子 集 。 *EX 表示 x 不 是 下 的 元 索 .。 天 关于 Y 的 余 集 记 为 
YY 工 ， 意 为 *EY 但 z 巨 X。， 当 了 为 基本 集 了 时 ,YN\ 也 记 为 和 
' 室 集 记 为 好 . 单 点 上 的 集 记 为 tx]， X 的 一 切 了 集 所 成 之 集 称 为 如 
的 才 集 , 记 汶 P(X). 

车 让, ps 是 关于 z 的 二 命题 ， 由 这 名 表 示 攻 六 成立 ， 则 
ps 成立。 后 < 加 表示 六 与 基体 价 ， 符 号 * 习 ”表示 存在 “YY 
表示 所 有 的 ,全 ?表示 左边 由 右边 定义 ， 

2. 映射 

集 号 到 集 丫 的 上 映射 了 记 为 万 一 一 了 ,或 22 ， 定 义 城 
忆 ( 痕 不 声明 时 表示 大， 值 域 


RO ={y1 xEX 使得 y=f(x)}， 
f 的 围 形 记 为 
GO {rf 0)) | x EDOD}. 
集 4 在 映射 下 的 像 记 为 
f(A) = {1 | rE ACD CX)}. 
j 的 闭 焉 射 记 为 六 5 表示 广 3 Y 一 -> 和 了 内 子 集中 在 映射 了 下 
的 原 你 记 为 
fuB = {x) rED(G) HI) EBY. 
车 XX 一 > 了,g， 了 一 ->Z, 则 复合 映射 
gl; Ky>2, Hh zg (x)). 
车 fj XX 一 >Y, 而且 x;;*€D( 有 ) 时 有 
Hx) = x) = ts 
则 称 f 为 内 射 或 单 射 - 

若 f， -> 了 且 1(X) =Y, 则 称 为 注射 . 

车 上 为 内 射 而 号 为 满 射 , 由 称 为 双 射 . 

证 上 XY, 4 一 天 gg 4—>Y, 若 + EA 时 有 82) 一 
fz), 则 称 # 为 于 在 4 上 的 限制 , 记 为 及 或 114, 而 称 了 为 8 站 XX 
上 的 延 郑 . 

3, 族 

车 及 是 非 空 集 , 天 是 任意 集 ， 4 到 开 内 的 喷射 oPrx(6) 称 流 贸 
内 的 族 ， 今 后 , 族 仅 用 于 映射 的 定义 域 4 的 集 论 性 质 , 这 时 *(o 
也 证 为 *a; 而 记 族 为 {xo}aea. 称 4 为 指标 集 , 于 是 每 个 非 空 集 夺 也 
能 着 作 族 ( 恒 等 映 射 )kHx(z 径 X) ， 然 而 值得 注意 的 是 , X 内 的 族 
{xojaes 中 a 天 时 不 能 推出 xo 尖 xp. 序列 表示 为 {xajsen. 若 不 混 
清 或 指标 集 显 然 时 ,也 记 为 {*o} ,而 记 上 序列 为 {xx}. 

4,. 集 的 运算 

设 {xo}ae4 是 集 族 , 记 


最 2 曙 


At [eed, 使 zExo}. 
当 {xs} 是 集 列 时 ， 也 记 为 Ux 当 4 为 有 限 集 {1， 2 天 时 , 世 
记 为 


入 


U x A UU Ur, 


n= 
Ko | Yo 和 EA, Cx}. 


IT x,Atx| x(a) EX 


为 集 族 Xs 的 笛 卡 儿 (Descartes) 架 积 ,这 里 是 4 到 | X。 内 的 映 
网 z / 


身 . . . . 
TI XnA{x= Cr, va, 1)| zaE Xn 1 


从 有 4 到 吾 内 的 瑞 射 zy 也 可 看 作 有 序 元 素 对 (5 力 的 集 ， 即 
A x8 的 子 集 ,于 是 坐标 平面 可 以 表示 为 
R xRA{x,Y) 人 ER 有 EGR， 
又 若 Ya;Xo=X,， 则 工 [X。 也 记 为 X4， 表示 从 4 到 天内 的 一 切 映 


射 之 集 . . . 
设 刁 是 关于 苹 的 二 元 等 价 关系 , 即 满 足 ， 
(1》 自 反 广 ，xRx; 
(2) 对 称 性 ，xRy 一 > yRx， 
(3) 传递 性 xy 日 YRz 二 六 x*Rs， 
由 及 的 等 价 类 所 成 的 集 ( 商 集 ) 记 为 /RK 映射 x 已 # 或 [xI($ 或 


各 站 


[x] 表示 包含 * 的 等 价 类 ) 称 为 从 卫 到/R 上 的 典型 映射 或 商 映 
闭 . . 
5. 选择 公理 

设 有 和 集 多 , 它 的 元 素 是 非 空 集 巧 。, 则 从 每 一 个 芷 。 中 各 选 一 个 
元 素 必 组 成 一 集 , 或 者 说 , 存在 从 到 【XX。 内 的 映射 1, 使 得 


jxo) EX。 如 用 集 的 箔 卡 儿 苇 积 形式 , 即 TTX。* 2， 

6. 序 7 

著 集 4 内 的 二 元 关系 满足 ， 

《1 自 反 性 ，xRxi 

(2)》 友 称 性 ，xYRRy 月 yRx 一 >*=y 

(3》 和 传递 性 ，xRy 昌 yRz==> xRzey 
则 称 民 为 集 和 内 的 灶 序 , 记 为 “过 ”, 集 4 贼 以 半 序 后 称 为 半 序 集 ， 
记 为 (4, 专 ) 或 4. 

室 集 可 以 斌 为 是 半 序 集 , 单 元 素 集 也 认为 是 半 序 集 . 

x<y 意 为 *<y 但 4 天 yy， 类 似 地 可 以 定义 sy， 

车 上 &| 各 R; 是 4 的 两 个 序 , 而 且 x*RRy 一 >>xR,y, 则 称 RR 精 于 
R, 或 R, 粗 于 RI。 内 此 我 们 定义 了 有 4 上 一 切 半 序 所 成 集 的 半 序 ， 

设 (4, 所 ) 是 半 序 集 ,8CA， 若 存在 eeE 4 使 得 ge 和 mo(YeE 
38), 则 称 B 是 被 名 优化 的 , 称 是 8 的 上 界 . 对 偶 地 ,车 ap<<alY 
a€8), 则 称 B 是 被 a 劣化 的 , 称 ao 是 8B 的 下 界 ， 若 8 既是 被 优化 
的 又 是 被 劣化 的 ; 则 称 B 是 闪 序 有 界 集 ， 车 8 是 被 优化 的 ,而 且 有 
上 上 界 so， 使 得 a 所 2 对 8B 的 一 切 上 界 台 成立， 岂可 唯一 旦 称 Go 为 
8 的 上 确 界 或 最 小 上 界 , 记 为 ao= sup 8B， 对偶 地 可 定义 下 确 界 
infB， 对 于 点 侦 (*,y) EXxXX, 集 {(x,3)} 的 上 、 下 确 界 (存在 时 》 
依次 记 力 sup(x, 站 机 10f (x,y)， 

设 (d, 反 ) 为 一 半 序 集落 对 每 一 对 元 吉 wx， YE A, sup(x,y) 
与 inf (x,y) 剖 存在 , 则 称 (4 近 ) 为 格 . 若 对 于 每 一 非 空 子 叉 旭 

+ 4 + 


| , Sup 与 infB 都 存在 , 划 称 (4, 专 ) 为 完备 炸 ， 设 4 为 一 半 序 
集 ， 若 对 于 每 一 对 元 崇 XE 与 ?<x 革 省 有 一 个 成 详 , 则 
称 4 为 全 序 入 车 VZE-L, 有 4E4 使 <5 时 成 六 a=5, 则 称 4 
为 集 有 4 的 航天 完 ; 铜 理 可 定义 集 4 的 极 小 元 . 竺 六 序 集 4 的 每 个 
全 序 字 入 都 有 有 主 界 , 虽 称 4 为 归 钠 集 ，”- 

慎 思 (Zorn) 相 一 每 个 归纳 集 必 有 极 大 元 

曹 妨 引 理 与 选择 公理 等 价 ，: 

设 (4 去) 是非 空 灶 序 集 . 震 4 的 每 一 子 集 {*, y} (因此 每 一 有 
限 子 集 ) 玫 有 十 界 , 则 称 4 为 有 方向 所 的 有 向 课 . 车 ooE4, 子 集 
{xE 4| om 委 寻 称 为 4 的 截 部 (严格 地 说 是 由 oo 产生 的 4 的 截 部 ). 
设 A 是 有 疝 集 , 驴 是 任 一 集 , 若 Y a€ 4 确定 了 xoEX, 则 {xo|xE 4} 
也 是 有 向 集 , 称 为 X 内 的 网 或 半 序 蕊 到 或 有 向 族 ， 当 A=N 时 ,网 
即 普通 点 列 {zi}, 对 于 任意 wavE 4, 网 的 截 部 是 子 族 {x6 | av<sa]， 

7, 弟子 

设 生 是 集 . 千 筷 的 子 集 所 成 集 族 .8 满足 下 列 条 件 ， 

《1) 汪 关 凡 且 GE， 

《2) FE FH FCGCH=——>OE SF, 

《3》 FE FEHEEGEFPFENGE I 
则 称 .8 为 开 上 的 泪 子 或 滩 进 . 

的 子 集 所 成 集 族 .多 着 满足 下 列 条 件 ; 

(1) 过关 人 如 且 途 蕊 . 之 ， 

(2) BE. 罗 且 BE 一 3 BE 使 得 BB 人 八 B,, 
则 称 .多 为 滤 莫 ， 答 个 滤 菇 甸 在 区 上 产生 一 个 唯一 的 讶 子 9, 使 得 
FEFSEDIBE BF 使 得 了 BF, 这 时 称 多 为 滤 子 FF 的 幕 ， 

在 非 空 乐 XX 上 一 切 滤 子 的 集 依 集 论 意义 下 的 包含 美奈 组 成 归 
纳 半 序 集 , 当 F187; 为 KK 上 的 二 滤 子 且 廊 1C8; 时， 称 | 粗 于 
或 天 。 精 于 .7 由 草 恩 引 理 知 , 对 于 式 上 的 每 个 汀 子 . 产 ,在 上 
述 半 序 下 必 存 在 精 于 .8 的 极 大 的 滤 子 , 称 为 式 上 的 超 池 子 . 

* 5 * 


. 车 tzoyoe4 是 过 内 的 网 ,其 截 部 的 值 域 {xo | ao 委 g] 构 契 区 上 
的 一 个 裙 基 , 对 应 的 庄子 称 为 此 网 的 截 部 弟子 ，. 一 个 初等 合子 是 
X 元 的 点 列 {zwjse 的 截 部 波 子 ( 隋 N 以 通常 的 序 ).。 

车 {xo}ae4 是 天内 的 网 , 则 它 的 一 切 截 邵 ( 当 元 如 各 等 时 去 入 
相间 的 ) 的 全 体 组 成 的 族 构 成 一 个 旗子 , 称 为 对 应 于 网 {ws}oea 
的 谍 子 ， 另 一 方面, 滤 子 的 元 罕 Fe 在 集 论 的 包含 意义 下 组 成 一 
个 有 疝 集 ， 从 每 个 Fe 中 选取 一 个 元 素 x 得 到 一 个 有 向 集 {x%} ,a 
的 学 序 可 取 上 述 了 。 的 半 序 ,于 是 用 这 种 方法 可 得 到 一 个 网 , 即 令 

= {{(x, FIxEF, FEF}, 
DD 的 举 序 定 炎 为 GCF 时 , (x+, 了 ) 所 (7,G) .再 令 f(x,F) = 出 
{fix F) |Cx, FY ED) z 
组 成 网 ,而且 .从 为 它 的 截 部 组 成 的 滤 子 , 称 为 对 应 于 瀑 子 .的 
网 


SS2 一 般 拓 失 


1. 拓 扩 

设 臣 是 一 个 集 ,. 了 是 满足 下 列 条 件 的 区 的 子 集 所 成 全 族 ; 

《1) 处 与 式 都 属于 .7 

《2)》 任意 多 个 7 的 元 素 的 并 属于 .7 

(3) 有 限 多 个 .元 的 元 素 的 交 属 于 .7 
出 称 多 为 于 上 的 一 个 拥 扑 ,而 称 ( 人 , . 祈 ) 为 拓扑 室 间 .不 混淆 时 也 
称 和 为 拓 盾 空间 ，, 称 .了 的 元 素 为 和 的 开 集 . 

设 五 是 下 的 子 集 族 . 和 若 志 的 每 个 开 集 都 是 五 的 元 素 的 并 . 则 
称 马 是 筷 的 拓扑 基 ， 

设 +EX, 浅 Vs 是 着 内 包含 * 的 开 集 , 而 且 VsCUs， 则 称 Us 
是 * 的 郎 理 ， 设 和 客 (x) 下 示 * 的 一 切 邻 域 的 全 体 ， 风 .多 (tx) 满足 下 
列 条 件 ; 
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ti 每 一 点 的 每 个 邻 城 必 包 依 这 一 坟 

(2 .车 于 的 某 一 子 集 包 合 元 素 下 的 某 一 邻 域 , 则 它 本 稚 也 是 
* 的 邻 域 ; 

(3) 汐 (*) 内 有 限 多 个 元 塞 的 农 集 仍 属于 区 必 )， 

《4): 对 于 点 * 的 每 个 邻 域 奖 : * 光 有 ; 的 ” 邻 城下 使 了 为 亚 趾 每 

个 小 元 素 的 邻 城 . 

反之， 若 XX 的 荣 些 于 集 的 全 体 满 是 上 述 焉 个 条 件 ， 吧 它 定义 下 
的 一 个 拓 拓 . 

， 设 多 sz 表示 点 + 的 茶 些 邻 域 的 全 体 ， 车 * 的 每 个 邻 域 都 包含 
Fs 的 某 个 元 素 , 则 称 .多 sz 是 * 的 郎 城 基 或 菇 本 邻 域 组 . 包含 * 的 
一 切 开 邻 域 的 全 体 组 成 的 一 个 邻 域 基 . 因此 ,确定 无 的 拓扑 时 可 
以 只 考 碟 包含 zx 的 开 邻 域 . 

宝 间 光 的 一 切 点 的 邻 域 基 多: 的 全 体 称 汶 窑 间 关 的 令 咸 基 ， 
记 为 咯 , 它 具有 下 列 性 质 : 

，《1》 寻 于 每 一 个 *E 交 ,车 EC 多 :, 则 xEV， 

{2) 对 于 每 一 个 *EX, 车 ,VE 多 sz， 则 存在 VE .Bw “使 得 
VV NNT, 

(3) 对 于 每 一 个 xEX, 藻 FE 学:z, 则 存在 Doc .Zu， 使 得 v, 
CVs, 而且 对 于 任意 的 yE Uz, 存在 VE .多 使 得 下 Ca. 

反之 ,这 三 个 条 件 也 刻画 了 空间 的 邻 域 基 的 特征 ， 

对 于 同一 点 的 两 个 邻 域 基 ， 车 一 个 邻 城 基 的 每 个 邻 诚 总 包含 
嚼 一 个 邻 城 基 绚 邻 域 , 则 称 它们 为 等 价 邻 霹 基 .类似 地 可 定义 拓 扩 
基 的 等 价 性 . ”i 

若 空 间 站 的 每 一 点 都 育 可 数 { 可 列 ) 的 邻 域 基 , 则 称 闵 满足 第 
一 怠 数 ‘(可 列 } 公 理 、 若 五 存 在 可 数 ( 可 询 } 的 邻 域 基 , 则 称 下 满足 
第 二 可 数 ( 可 列 ) 公理 . 

区 内 开 集 的 余 集 称 为 闭 集 。 设 *EM 计 CX, 如 果 帮 在 包含 * 的 
开 集 GC 对 , 则 称 * 是 训 的 内 点 。 计 的 一 切 内 点 的 全 体 称 为 村 的 
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内 部 或 核 , 记 为 时”. 可 以 证 明 , M 的 内 部 是 林内 一 切 开 字 集 的 并 ， 
而 生计 是 开课 的 充 可 条 件 是 屠 = 训 " 和 落 对 于 yx 的 每 个 邻 域 者 
有 

(FAN{z 耻 人 机 地 茹 ， ， 
则 称 * 是 集 于 的 案 点 ， 草 的 素 点 的 全 居 称 为 大 的 导 案 ， 记 为 Mr. 
集 村 UM’ 称 为 大 的 闲 包 , 记 为 正 ， 可 以 证 明 , 硅 是 包含 好 的 一 切 
阔 子 集 的 交 ,而 且 寻 是 闭 集 的 充 要 条 件 “是 M = 到. 集 及 \M" 称 为 
好 的 边界 ,证 为 9MM. 

设 有 2,8cCX， 汪 4 三 , 风 称 下 关于 二 秽 密 . 若 BC4 入 且 4 
cB, 则 称 8 在 4 内 秽 罕 ， 营 拓 丰 空 间 钨 包含 可 列 的 狂 密 子 集 , 则 
称 苞 为 可 分 空间 ， 若 X 不 是 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 (或 闭 集 ) 的 并 ， 
则 称 苞 是 连通 空间 . 

-2. 连 姜 性 与 站 阁 己 

谁 叉 和 YY 是 拓 扩 空间 ,fj 是 从 下 到 Y 了 内 的 上 映射,* 台 及 , 车 对 于 
y 二 fCX) 的 每 一 个 邻 域 六 ,1 1T) 是 * 的 邻 域 , 则 称 在 点 * 连 续 . 
车 1 在 天 的 每 点 连续 , 则 称 f 为 连续 映射 。 从 外 到 Y 上 的 连续 双 
射 称 为 同 县 映射 。 营 存 在 从 多 到 Y 上 的 同 胚 , 则 称 空间 站 与 了 是 
同 胸 空 间 . 

设 .和 二 {Fejoes 是 拓扑 空间 区 上 的 潜 子 ,Xo EE 这 . 若 对 于 2 的 
每 个 分 域 品 , 存在 gE1, 使 oSU，, 则 称 .9 四 笋 于 x。 和 内 的 序 
列 (更 一 般 地 ， 网 )》{xe}oer 上 收敛 于 x 是 指 对 于 的 每 个 邻 域 U， 
存在 有 ET 使 得 ac 尖 有 时 都 有 xoE 0. 设 Y 也 是 拓扑 空间 ， 币 且 | 
是 从 叉 到 Y 了 内 的 映射 ， 若 由 j(*) 产 生 的 滤 子 收敛 于 YEY, 则 各 : 玫 
沿 * 的 邻 域 姬 子 (期 * 的 一 切 邻 域 的 集 是 荆 上 的 庶子 ) 层 钱 于 了. 
例如 了 在 点 x E 有 连续 的 充 要 委 件 是 于 洛 > 的 等 城 放 了 收 租 了 》 
=1tx), 

注 ， 拓扑 宏 间 内 的 网 收 雍 于 zw 时, 对 应 的 潜 字 也 收敛 于 #03 
反之 亦 然 ， 因此, 网 与 汪 子 可 引导 弄 本 质 寺 等 价 的 理论 ,但 弯 于 用 
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集 作 基本 概念 , 布 网 用 点 作 基 本 概念 ,它们 的 关系 可 参看 后 面 参 考 
站 献 42， 

5. 拓扑 的 比较 

设 芒 是 任意 集 , .71 与 .3 是 上 的 两 个 拓扑 ， 著 每 一 个 六 
的 开 集 也 是 .7 的 开 侯 , 则 称 .7 死 于 (或 粗 于 ) .Fs, 或 称 .7 强 于 
(或 精 于 ).F，,， 没 {joes 是 器 上 的 拓扑 族 , 则 存在 弱 ( 强 ) 于 每 个 
3 的 最 罚 ( 强 ?拓扑 .7 CC7. 集 怠 是 .7 的 开 集 的 充 要 条 件 是 ， 
对 于 每 个 waE 4,G 都 是 7 的 天 集 , 称 拓扑 (FO) 是 族 {.27 6) sen 
的 下 (上 ) 确 界 . 

设 XX 是 任意 集 , {Xs}oes 是 拓扑 空间 族 , 而 {fotoe4 是 从 X 阐 
X。 内 的 矶 射 族 ， 使 每 个 产 都 连续 的 最 弱 拓 扑 称 为 X 上 关于 族 
{Cxosfo)}ae4 的 身影 拓扑 (或 核 扰 朱 ) 、 对偶 地 , 使 每 个 ge 都 连续 
的 最 强 拓扑 ， 秘 为 X 上 关于 族 { (x。，8o) }aesa 的 归纳 拓扑 (或 开拓 
扑 ) ,这 里 {8o}oen 是 从 Xs 到 下 内 的 映射 族 . 若 4= {1}, 而 且 .7 
是 关上 的 拓扑 ; 则 了 上 关于 (X;,f) 的 射影 拓扑 称 为 .在 方 下 
的 逆 像 , 而 关于 (下,, 81) 的 归纳 拓扑 称 为 .了 在 8 下 的 直接 像 . 

4. 子 空间 , 积 ,、 商 

洪 (X,.F) 是 拓 扩 空间 ,4CCX, ff 是 典型 获 入 A4 一 >X, 则 4 
上 的 诱导 拓扑 十 .在 了 下 的 道 像 , 这 个 拓 失 的 开 集 是 于 的 开 子 集 
园 妈 的 交集 ， 在 诱导 拓 扯 下 , 称 44 为 入 的 拓 和 朱子 空间 ， 若 (区 ) 
是 拓扑 空间 ， 尺 是 xX 上 的 等 价 关 系 ，& 是 藉 和 到 商 集 天 /及 内 的 典 
型 映 尔 , 则 .天 在 ?下 的 直接 像 称 为 .的 商 拓 井 ， 在 这 个 拓扑 下 ， 
商 集 X/RR 是 X 被 R 除 的 拓扑 商 . 设 {Xe}ses 是 拓扑 空间 族 , 苇 
是 它们 的 简 卡 儿 乘积 , fo 是 从 X 到 外。 上 的 映射 , 苹 关 于 族 { CX。， 
fo)}oea 上 的 加 影 拓 提 称 为 X 上 的 放 积 拓 和 甸 ， 在 这 种 拓扑 下 , 称 X 
为 族 {Xsjoea 的 撼 杆 积 , 也 记 为 六 = 上 【1Xs, 设 和 Y 是 拓扑 空间 ， 


f 是 从 着 到 Y 内 的 映射 ， 著 对 于 每 个 开 集 CX, 了 tO) 是 了 的 拓 
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扑 子 空间 (XX) 内 的 开 集 , 则 称 上 是 开 映 射 ， 

5. 分 离 公理 

设 孔 是 拓扑 室 间 . 若 对 于 和 内 的 任意 两 点 zx 和 ?，, 必 有 一 点 的 
邻 域 不 包含 另 一 态 ,; 则 称 玉 是 1 再 分 离 室 间或 称 了 空间 .者 对 任 
意 二 点 * 和 y, * 必 有 邻 域 不 包含 了 ,而 》 也 有 邻 域 不 包含 *, 则 称 
基 是 | 空间 . 车 对 任意 二 点 * 和 》， x 与 了 必 有 不 相交 的 邻 城 , 间 
称臣 是 T, 空间 ,或 晤 斯 道夫 (Hausdorftf) 空间 ， 在 了 至 间 调 ,每 
个 圆 如 有 有 极限, 则 极限 唯一 ， 若 了 空间 内 每 点 * 和 每 一 闭 集 FF， 
当 x* 世 时 ,x 与 F 有 不 相交 的 邻 域 , 则 称 和 是 了 室 间 或 正则 空 
间 。 车 Tl 室 间 内 任 二 不 局 的 闭 全 总 痛 不 相交 的 邻 域 , 则 称 针 是 
了 , 空间 或 正规 室 间 ,显然 , 了 袍 间 必 为 了 空间 , Ts 空间 必 为 车 。 
闪 间 yy 卫浴 间 上 必 交 了 空间 ， 肥 之 不 成 立 ， 

6. 一致 性 结构 

设 训 是 任 意 集 , 对 Xx 攻 的 任意 子 集 玉 和 了 , 记 

WA | Cy EW)}, 
Vo {Cx,2) | 3yEX, 使 得 (x,y) EW,(y,2) EV}, 
A=1(x,x) | x*EX}, 

出 称 太 流 交 x 的 于 角 线 ， 设 FF 是 站 xX 上 的 证 子 , 而 且 满 足下 
列 公理 : 

《17》 WESF——>H OA 

(2) WEF W CF 

(3) 研 EF> JFECF 全 得 VY xV CW 
则 称 滤 子 .在 了 上 定义 一 个 一 致 尾 结构 , 称 久 为 它 的 邻 ' 一 至 性 结 
构 多 秘 为 分 离 物 是 指 它 洒 足 


C4) 站 HW=A. 


一 多 的 拓扑 结构 由 一 元 性 结 裤 .导出 ; 则 称 (7) 为 一 数 性 
空间 . 
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设 疼 是 一 致 性 空间 ,.zr, 是 症 土 的 该 子 ， 若 对 于 每 一 个 邻 了 
FEIo;y 使 得 FxFoF, 刚 称 玫 ,为 六 上 上 的 柯 西 (Cauchy) 浪子 . 
洲 每 一 个 柯 西 滤 子 总 收 仑 于 针 内 一 点 , 则 称 耻 为 完备 空间 .每 个 一 
致 性 空间 去 总 有 完备 化 室 间 不 ,使 六 同 移 于 玉 的 秽 窗 于 空间 . 一 
个 序列 的 截 部 小 子 是 柯 西 滤 子 时 , 称 为 柯 西 床 列 ， 

7. 度量 空间 

若 集 钱 的 任意 二 点 x+，7， 都 对 应 一 个 非 负 实数 p(x, yy， 满足 
下 剂 条 人 性， 

《1) plx,Y) 污 0, 当 且 仅 当 x=y 时 有 p(x,Y) = 0 

(2) pxXsT) = py, XN) 

(3) pxXIRI SEPT I) +t py BY) CYEEN) 

则 称 卫 沪 由 pp 确定 的 谨 量 空间 , 志 为 人 ， Pp) 或 简 记 为 XX 称 p 为 
x 与» 的 妥 离 或 庆 量 . 

若 拓扑 室 闻 天 的 括 扑 能 由 一 距离 导 再 , 则 称 式 为 可 度 置 化 的 、 

集 B(xorYA{xipt xr) ri Barr At{r p(x #0) Sr}) 
称 为 中 心 在 xo 学 矢 为 了 的 开 {( 闭 ) 球 . 在 度量 空间 内 取 一 切 半 径 


为 二 (n=1,2,…) 的 开 球 B(x, 一 ) 组 成 天 的 拓 补 基 ， 于 是 度量 空 


间 是 满足 第 一 可 数 公理 的 了 , 空间 ， 当 是 仅 当 区 满足 第 一 可 数 公 
理 时 它 是 可 分 的 ， 可 以 证 明 , 集 
at G25)1p ssy) < ne] 


组 成 xX 上 的 一 个 滤 子 基 , 它 在 藉 上 定义 一 个 分 离 的 一 至 性 结 
构 . 由 于 度量 空间 可 型 解 为 赋 距 离 的 一 致 性 2 空间 ， 因 而 一 切 一 致 
性 壬 您 都 可 应 用 于 度 基 空间 . 
设 夺 是 度量 空间 瑟 肉 的 点 集 , 如 果 邓 包含 在 某 个 开 球 内 ， 划 称 
是 蔷 内 的 有 界 集 . 
8. 紧 空间 
s 1 * 


设 天 是 丘 扑 空间 ， 洲 大 的 每 个 开 蓝 盖 总 有 有 限 的 子 层 盖 , 则 
称 四 为 苔 空间 . 营 针 的 每 个 无 限 序 列 总 包含 收 合子 序列 则 称 关 
为 别 紧 空 间 . 于 是 ,由 有 限 多 个 点 组 成 的 拓扑 空间 既是 紧 的 ,也 是 
列 紧 的 ， 若 4 作为 了 的 拓扑 子 空间 是 紧 ( 列 紧 ) 的 , 则 称 有 各 是 外 的 
紧 ( 列 紧 }) 子 空间 ， 若 耳目 紧 ( 列 紧 ) 的 , 则 称 有 4 是 外 的 租 对 紧 ‘ 列 
紧 ) 子 空间 ， 若 拓扑 空间 无 内 每 点 都 有 紧邻 域 , 则 称 耻 为 局 部 紧 空 
闻 . 设 氏 是 Ty 空间 , 则 下 询 概 念 等 价 ， 

(1》 关 是 上 紧 空间 ; 

(2》 对 于 基 的 一 个 闭 子 集 族 ， 阁 每 个 有 限 子 族 有 非 空 交 ， 它 扎 
有 非 空 交 ;{ 有 限 交 性 质 ) ~ 

(3) 了 莽 上 的 每 个 潜 子 有 宫 后 ; 

(4) 天 上 的 每 个 超 证 子 收 化. 

9. 范 天 与 贝尔 (Balre) 空间 

设 叱 是 丘 盾 室 间 , 4 是 和 的 子 集 ， 洲 14) ”是 空 集 , 则 称 4 竹 
XX 内 无 处 秽 密 ,车 和 4 是 芝 内 可 数 个 无 处 稠密 集 的 并 集 , 则 多 4 为 贫 
乏 的 或 第 一 范 轴 的 ， 非 贫 按 的 集 称 为 第 二 范畴 的 . 若 蕊 内 短 个 非 
空 升 子 集 都 是 非 筑 乏 的 , 则 称 五 是 贝尔 空间 .每 个 局 部 紧 正 则 空 
疝 和 每 个 完备 可 度量 化 空间 都 是 贝尔 室 问 5 即 贝尔 定理 ). 


$3 线性 代数 


1. 线性 空间 

设 工 是 任意 集 ; 天 是 一 个 域 . 著 仑 在 工 x 工 到 工 内 的 肌 - 
射 (x,y}E*+y《 称 为 加 法 ) 以 及 天 x 工 到 工 肉 的 蜡 射 (和 和 A 和 x 
〔 称 为 左 数 乘 ) ,使 上 物 成 阿 幢 尔 (Abel) 加 法 群 , 即 满足 下 列 条 件 : 

(C1) Cx+y)+ oT 中 (y+ 7) 

i) = 

《3) 存在 零 元 案 0 EL 上 , 使 得 x*+0=x 对 Y*EL 成 立 

» 12 。 


. (4) 对 于 一 切 元 素 *E 并 存在 道 元 未 ?ED 使 得 x 二 ?= 0 
《我 们 不 区 曾 数 0 与 工 的 零 元 宵 符 号 ， 读 者 可 :根据 上 下 文章 思 理 
解 . ) 

关于 左 激 冬 , 满 足 ; 

(BY otfx) 《GD 

(6 1xr= wx? 

关于 加 法 与 左 数 乘 满足 两 种 分 配 律 ， 

(7) (G+ Br= r+ pr 

(8) os+y) = ar+ oy 
其 中 ,AEK,x, EL 则 称 工 为 天上 的 在 线性 空间 。， 潜 数 乘 写 
为 (x4 且 ( 1 一 (4 ) 姻 前面 ,( 5)~(8) 相 应 成 站, 风 称 工 
为 有 上 的 夺 线 性 宇 间 ， 当 下 可 交换 时 ,没有 必要 区 别 左 , 源 ; 统 称 
为 及 上 的 线性 空间 .我 们 后 边 只 考虑 下 是 实数 域 RR 或 复数 域 C 
的 情形 ,也 记 为 天 ， 若 计 是 工 的 线 福 子 空间 ,关系 Sx 一 y 忆 MM? 是 工 
内 的 等 价 关 系 , 则 商 集 成 为 上 的 线性 子 空间 , 称 为 商 空 间 , 记 为 
L/M, 这 里 记 等 价 类 为 

闻 二 区 十 证 = 二， y+ 
秽 三 hx 十 县 . 
2. 哈密 尔 (Hamel) 基 
设 工 是 天 上 的 线性 空间 ,zxrE 工 作 = 1,2,…,9), 元 崇 和 xi 


称 为 *; 的 线性 组 合 ,这 里 加 二 民 G=1,2,…, 3) 落 {zojnsy 是 无 
限 旋 , 则 元 素 *。 的 的 和 记 为 之 /so， 


4 的 一 切 有 限 线性 组 合 的 全 体 务 为 4 的 线性 包 , 记 为 [ 4]， 称 
为 由 4 生成 的 线性 子 空间 ， 规 定 [ 必 J= 0， 设 芝 二 工 ， 知 对 


于 4 的 每 个 非 空 有 限 字 集 {x*1, x yxsl， 有 了 jzi=0 时 必 有 一 
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| 切 数 hr 都 是 1 3 由 称 4 为 乒 性 无 关 的 ， 否则 称 4 为 线性 
相关 的 ， 营 玉 为 工 的 线性 无 关子 集 而 且 [HI= 工 , 则 称 互 为 工 的 
哈密 尔 基 ，、 当 五 为 工 的 哈密 尔 基 时 ,对 于 蕊 的 每 一 个 元 素 x , 必 有 
r=EhCREN, EEK, TE 和), 这 时 称 才 为 * 的 相应 于 名 的 
系数 .由 定义 知 * 的 表达 式 唯一 ， 可 以 证 明 , 每 个 线性 空 间 都 存 
在 哈密 尔 基 . 

5. 线性 映射 

设 工 ; 和 工 , 是 同一 域 玉 上 的 两 个 线性 空间 ,f， 工 -> 上 Ls， 老 对 
于 任意 入 ,入 七 和 2 和 区 有 

二 Mr) + Nf tx) 
则 称 了 为 线性 映射 ， 记 从 工 ! 到 工 ; 内 的 一 切线 性 映射 所 成 之 集 
为 (上 ,上 ,), 宕 其 中 由 
(f+ fa) x) = f(x) + fr) 

定义 加 法 ,而 由 . 
CA TD) = A Cx) 
定义 数 冬 ,这 里 *EL,, 则 工 ( 工 ,, 工 ,) 成 为 上 的 线性 空间 . 者 存在 
线性 双 身 下 Li->L;, 则 称 空间 Li 与 上 是 线性 同 构 上 的， 称 1 为 从 
工 , 到 上 , 上 的 钱 性 同 移 映 射 ,或 同 物 映射 . 

车 六 工 :~> 工 是 线 狂 的 , 荆 | 的 子 空间 六 会 六 0) 称 为 子 的 零 
空间 或 核 空 间 。 


84 测度 空间 与 积分 


1. 测度 

设 况 是 尾音 集 , 也 是 XX 的 某 些 子 集 组 成 的 非 空 集 旋 ， 若 对 任 
党 4 BE, 都 有 : 

《1》 AUBE SE 

(2) A\BE Ds 
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则 称 如 是 一 个 环 , 或 者 说 , 环 就 是 对 于 有 限 运 算 "U ”和 “封闭 
的 非 室 集 族 ， 特 别 , 若 又 有 蔷 E; 则 称号 是 一 个 代数 . 若 互 不 仅 
对 于 有 限 并 运算 寿 团 ,而 且 对 于 可 数 并 运算 也 封 闵 , 即 除了 满足 得 
件 51 ?和 (2 ) 外 ,还 满足 条 件 


《3》 ec 了 (= 1 2 pp) 一 LE， 
司 四 二 


则 称 刀 是 e 环 . 当 忆 是 环 目 满足 XE 呈 时 , 称 它 是 代数. 
显然 o 环 和 0 代数 关于 可 数 交 运 算 也 是 土 闭 的 。 更 进一步 ， 
若 集 列 {4sj ex 玫 总 则 它 的 上 极限 集 和 下 极限 集 必 属 于 也 


设 和 是 任意 集 ,是 由 和 的 子 集 组 成 的 r 环 . 营 X= [LU 4 , 则 


称 ( 孚 ,加 ) 是 可 测 空 间 , 而 任何 4€< 都 称 为 (X, 卫 ) 内 的 可 测 集 .- 
设 民 =[ 一 00; + 00],; 加 是 由 集 外 的 菜 些 子 集 组 成 的 集 旋 ， 若 各 
五 -> 及 ， 则 称 2 是 以 集 为 自 变 元 而 且 取 值 为 实 浴 或 + co 的 集 语 数 . 
设 忆 是 由 集 碟 的 某 些 子 集 组 成 的 环 ， # 是 号 上 的 集 辣 数 . 知 
C1) 他 = 0; 
(C2)》 非 负 性 ，V¥ AESB, u(td}>0; . 
(3》 可 数 加 性 ， 对 于 任何 集 列 dr} ,en 三 轨 、 洪 An 


(i 所 让 且 U 如 E 卫 , 则 有 


有 四 】 


人 4 小 Daddy 
则 称 集 函数 上 为 环 刁 上 的 测度 . 车 4E 了 ,AI< tc 则 称 44 
有 有 限 测度 ， 若 Y AE 都 有 有 限 测度 , 则 蒜 测 度 & 是 有 限 的 . 套 
多 亿 卫 { 基 卫 是 代数 ) 且 六) 之 + 00, 则 称 测 度 站 是 全 有 限 的 . 车 
次 EE 而 且 有 一 询 {An)} ,ew 二 了 ,每 个 如 都 有 有 限 测度 ,又 有 了 4 邢 
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U 4, 则 称 4 的 测度 是 有 限 的 . 著 呈 内 每 个 集 4 的 测度 都 是 C 


有 限 的 ,就 说 测度 jy 是 有 限 测度 . 车 X 是 代数 ,而 且 X 的 测度 是 
J 有 限 的 ,就 称 浏 度 & 是 全 5 有限 的 . 

设 ( 瑟 ; 瑟 ) 是 一 个 局 测 空 间 , & 是 避 上 的 一 个 测度 , 则 称 它 为 
测度 空间 , 记 为 (区 ,也 ,A， 有 时 简称 天 是 测度 空间 ， 落 【 基 ? 卫 ， 必 ) 
是 测度 空间 ,jx 是 如 上 的 有 限 ( 全 有 限 ,oF 有 有限, 全 cc 有限 ?测度 时 ， 
如 称 这 个 训 度 空间 是 有 限 ( 全 有 限 ,9 有 限 , 全 gg 有 限 ) 有 的 。 

2. 可 测 函 数 

设 ( 尖 ,也 ,4) 是 测度 空间 ,44 己 革 ,x*(7) 是 定 久 在 4 上 的 实 (或 
复 ) 值 阔 数 ， 如 果 对 于 实 轴 及 (或 复 平面 C) 上 的 任意 开 集 G， 集 
{lx( EG}YED, NN 称 函 数 x( 世 是 彤 可 测 函 数 , 简称 可 测 函 数 . 

设 (X, 加 ,pp) 是 测度 空间 ， 堵 与 瑟 的 元 素 有 关 的 基 竹 质 三 除 
去 一 个 零 测度 集 外 处 处 成立 ; 则 称 它 是 #- -几乎 处 处 成 立 的 ， 简 记 
为 #~P.P, 或 P.P.， 

定理 4.1 设 (,Z 了 ,是 具有 0 有 限 测 度 的 空间 ， 则 有 下 列 
关于 几乎 处 外 收 合 的 结论 ， 

(1》 〈 叶 果 洛 夫 ( 了 ropoB) 定 理 ) 设 中 是 上 可 测 集 ,上 (了 功 < + %， 
车 在 B. 上 4-p.P. 有 限 的 & 可 测 耳 数 序 列 {xn()} 福 上 4-P.P- 收 
效 于 革 个 有 限 的 产 可 调 裔 数 xz()， 则 对 于 每 个 正 数 2, 都 存在 B 的 
一 个 子 梨 ,使得 (HB\E) <e, 而 且 丰 EE 上 *%() 一 致 收 仑 于 (1)， 

(2) (关于 收敛 的 稳定 性 定理 ) 若 可 测 函 数 序 列 ze 一 0, Pp. Pp.， 
则 存在 正 数 的 递 瑞 序列 {4a} sens 当 和 ~>co 了 时 ,有 Anxze 0,P.b. ， 

{3) 《关于 正则 收 敦 定理 ) 若 可 测 函 数 序 别 xs->0,P.P. ; 则 存 
在 可 测 的 几乎 处 处 有 限 的 在 X 上 非 负 的 汕 数 7 和 开关 序列 sx 
0, 使 得 

lat eny (tp. P.. 
(4) (关于 对 和 衣 线 序 列 定理 ) 荐 对 于 任何 走 EN, 有 Xny>xr) PP. 


* 和 = 


p. tar cc) 利 Yertipbb. (co) 风 存在 递增 序列 8 之 之 … 室 
8 < 使 得 对 角 线 序列 er tp .pb (R00). 

设 函 数 xnCD 二 12) 和 (Cf) 在 A 上 可 测 ， AE DD, jtd) 
< + ce， 潜 对 于 任意 正 数 2， 

HEA | ef 人 一 天 人 有 BC-DO)， 

虽 称 序列 tsat 芒 } 在 集 4 上 以 测度 收获 于 xftt， 记 为 ax(m)， 

璀 类 但 方式 可 定义 可 测 函 煞 网 fxett} 依 测 度 收 仇 于 可 测 范 
数 x(2), 记 六 Yar 

几乎 外 处 收 人 证 与 依 测 度 收 化 有 下 列 关 奈 ， 

定理 4,2 设 *tn=1,2,'"“) 和 * 是 在 4 上 定义 的 可 测 冰 数 ， 

(1) 六 Xxx,P.P.;y 则 x x(x), . 

(2) 设 人 ,也 :1 是 具有 ca 有限 测 度 的 空间 ， 敌 加 一 3 则 
必 有 子 序列 {xn,}， 使 得 Xp Pp.P.. 

由 定理 易 知 ， 两 个 可 测 函 数 的 加 法 和 鞠 法 运算 关于 依 测 度 路 

5. 积 分 

在 本 段 总 设 ( 人 五,A) 是 测 庶 空间 ,x*(8) 是 定义 在 玉 上 的 实 ( 或 
复 ) 值 可 调 国 数 ， 落 x*{ 站 在 有 限 个 (例如 # 个 ) 不 家 交 的 jz 可 测 集 


B 内 的 每 个 上 部 等 于 非 等 的 有 限 常数 , 而 在 XN 【jB; 上 等 于 等 ， 
则 称 函 数 zx(z 是 简单 函数 ， 记 (在 3 上 的 值 为 ci, 孝 


ZulalntBN) < 
= 了 


则 称 x 人 7 在 了 上 是 p 可 积 钞 数 , 并 把 阁 值 》 ayndtBy) 定义 为 x(1) 


在 和 上 关于 测度 站 的 积分 , 记 为 
| x Cad?). 


* 1]7 = 


在 不 发 生 混淆 时 也 记 为 | .z(z) 或 |*(?. 设 zt) 是 X 上 的 p- 几乎 


处 好 定义 的 可 测 函 数 , 荐 有 可 积 的 简单 函数 序列 xs (1 一 x (0) (4)， 
P.bp. * 曾 且 满 足 


lim | xaCe) — xen) ud) =0, 
则 称 x( 纺 是 王 上 的 产 可 积 函 数 , 简称 可 积 函 数 . 上 亩 极限 式 表 了 明 
lim| Xa) ds) 


存在 且 为 有 限 值 。 此 极限 值 不 依 蒜 于 序列 {xa()} 的 选择 。 我们 
把 极限 


lim| xa (tm (df) 
nei 


定义 为 *( 四 在 了 上 关于 测 席 产 的 积分 
GPLCD 


的 值 ， 有 时 也 记 为 |*(2D pCa) 或 jz 


上 上述 积分 有 下 询 性 质 ， 
<1》 党 x*() 和 3 部 可 积 ,a 是 带 数 ， 则 ax 人 (t+P( 人 0 也 
可 积 , 而 且 有 


| [ax(z) + By IauCdt) 


= 可 x pd + 有 | sndd:) _ 
《2) 2%t 英 可 积 的 充 要 条 件 是 |*( 二 可 积 ， 


(3) 著 x( 贡 可 积 是 xf( 昌 蕊 0 pp.B， , 则 | (8d >0. 又 
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当月 可 当 x(t1) =0,8.B. 有 时 | x pdds) =0, 
(4) 著 *(z) 可 积 , 则 集 函 数 7(B) 全 | x(1)4Cdr) 是 g 可 加 的 , 即 
对 于 允 的 任何 一 个 互 不 相交 集 列 {B81} 都 有 
"( U a Ed Sy By) » 
= 


j=1 


这 里 | x(t)u(dt) = xa) rl pds), 


而 at) 是 乐 BB 的 特征 还 小 ， 
《5 《4 7 中 的 38B) 在 下 述 意义 下 关于 下 是 绝对 连续 的 ， 秒 
A(B)=0, 则 wtB)=0, 即 lim ?(B)=0 关 于 3E 呈 一 致 成立- 
(6) 〈 戎 贝 格 (Lebesguey 接 制 收 伍 定 理 ) 设 {za(i} 是 可 积 冰 
数 序列 而 且 ze 一 xf(A)， 若 存在 非 负 可 积 国 数 y(5，* 使 得 
xa Cl Sy, Pp, (一 1 2，)， 
则 沙 数 x*( 罗 也 可 积 ,而 且 有 
lim| es) pat) = {x(qs). 
《7)》 ( 惑 维 (Levi) 定 理 ) 洲 xa( 站 0,P.P. ;而 且 xnt#) 单 调 增 
加 ,六 XnCDx(,P.P 了 . , 则 56) 中 极限 式 成 了 江 . 
注 ， 当 函数 不 是 几乎 处 处 有限 时, (7) 伪 成 立 ， 


(8)》《 勤 由 猪 定理 ) 洗 函数 mt)zfC=1: 2 …) 而 且 都 是 可 
积 的 ,六 


3)| sp (dt) 过 + coy 


x) = SYxa(z) 几 平 处 处 有 限 ,而 王 
Be 


+ 1 


| :Dalds) = 3 xn(1) (dz)。 
亚 月 已 二 工 


(9) 《法 都 (GEatou) 引 再 ) 车 #2) 守 0,P.P. ;而且 zs-*>x*CH), 则 
| isn (dp <sup| rp Ar) ， 


《10) 近 东 - 尼 克 丁 (Radon-NIKEodytm) 定 理 ? 设 (到 ; 习 ，A) 是 Cr 
有 限 测 度 空间 ,vz 是 定义 在 如 .上 的 有 限 的 关于 g& 为 绝对 连续 的 集 
函数 , 则 任 在 (精确 到 一 个 零 测度 集 是 唯一 的 ) 依 测 庆 上 & 可 积 的 在 
“4 主 定 义 的 函数 *(D) ,使 得 


0 -| redpan. en) 


当 且 仅 当 x() 守 0,P.P. 时 v0) 实 0. 
”为 了 利用 黑 次 积分 来 计算 关于 测度 乘积 的 重 积分 ,我 们 考虑 
乘积 调度 ， 
设 (和 ,了 xyw) 和 (7Y, 卫 -2) 是 两 个 有限 的 测度 空间 ， 记 了 8 
为 集合 2=XxY 的 子 集 所 组 成 的 最 小 0 代数 . 它 包含 形 如 Ax 
8B 的 一 切 集 , 其 中 4E 了 xs, BE 了 可 以 证 明 , 在 ce 代数 了? 上 存 
在 趴 一 的 测度 ,使 得 对 于 任意 的 4€ 罗 x,BEB; ,有 
iAxB) = jt A (BB), 
不 芒 认 为 4 是 完全 测度 , 即 SCTE32 时 ,从 KT) =0 推出 SE 2 
《当然 4C5) =0)，, 否 则 用 五 表示 形 如 3UN 的 全 体 集合 , 其 中 5E 
2 看 NCTEDS, NAC =0, 于 是 Zs 是 o 代数 , 而 且 , 车 把 4 的 
定义 域 扩 张 到 了 了 s 上 , 令 5UN) =%(3)， 则 延 拓 的 函数 就 是 也。 
上 的 测度 ,这 时 所 构造 的 具有 完全 的 vo 有 限 测度 的 空间 (Z, 人 2s ,入 
叫做 空间 ( 芒 7 冯 和 (YY 了, 了 5 9) 的 屠 积 ,而 测度 1 果 做 测度 和 
> 的 办 积 测度 , 记 沪 和 4=jxy. 
类 似 地 ,可 以 定义 站 xY 上 的 xv 可 测 函 数 fx, 和 jxy 
可 积 函 数 f(x,y) ;4x2 可 积 函数 在 天 xY 上 的 积分 值 记 为 


se 2 


| fs,») (gxvI dxdyy 


豆 基 于 


或 | fe pacdr)veay). 


TAT 


定理 4, 纪 富 政 尼 (Fubin1) 定 理 ) 设 函 数 Jx,(xEX,yEY) 
关于 测度 和 = jp xv 可 积 , 则 关于 几乎 外 处 对 于 Y xEX, 函 数 fz(7) 


= 人 *,Y) 关 于 测度 2 可 积 . 其 次 , 隙 数 g(x) =|， fx, y)pCdy}) 关 
于 测度 & 可 积 , 而 县 
[16s padatey = Fe dy) Jacas). 


定理 4.4( 东 万 里 (Ionelli)) 设 jf(x,y) 是 2 上 的 非 负 处 可 测 
阔 数 , 则 关于 几乎 处 处 对 于 Y*E, 构 数 f(y) =Tz， 3?) zp 可 


测 ， 此 外, 函数 g(x) = | ,f(r(dy)《 可 能 在 正 测度 集 上 取 无 限 
[ss paedtr 19) = | | sf,» wap Jacas 


与 这 个 积分 值 取 有 限 或 无 眼 无 六 . 

4. 空间 SCX,, 4) 
” 设 (X, 加 ,p&p) 是 测度 空间 ,以 SCX, 卫 , j) 表示 在 X 上 定义 的 几 
平 处 外 有 限 的 所 有 可 测 函 数 的 全 体 ， 同 时 我 们 将 几乎 处 处 相等 的 
沙 数 等 司 起 来 , 即 把 它们 下 成 空间 3( 关 ,加 ,的 同一 元 素 , 由 下 可 
见 , 空间 5{X, 卫 , 4) 的 元 素 就 是 几乎 处 处 相等 函数 的 等 价 类 ,而 
且 , 若 x*ESCX， 3， 则 以 (9 表示 这 个 类 中 的 任何 可 测 函数 内 
时 ,总 可 以 认为 妈 基 处 处 有 限 ， 

涯 测度 4 是 5 有 限 的 ; 则 | SCX， ,4) 可 以 威 为 度量 空间 ， 其 中 
关于 度量 的 政 剑 与 依 测度 收 敏 一 致 . 以 后 ,如 无 相反 声明 ,我 们 总 
假定 六 是 wa 有限 的 . 
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为 了 在 3(X 呈 ,mA) 内 建立 度量 , 取 在 X 上 可 测 的 函数 1(2) , 清 
足下 列 条 件 ， 
(1) f(D 20 GEX)) 


(2) {fonncan =1. 
这 样 的 函数 必然 存在 、 实 际 上 ,因为 测度 上 是 w 有 有 限 的 ,所 以 X= 


和 ,其 中 X 互 不 相交 而 且 0 所 A(XWD) 之 + co( NHEN)。 令 


一 Tratt) 
ftry = 一 Dn CNX) 
即 可 .对 于 任何 *,? ES(X, 罗 ,1) ,我 们 定义 
_ xz) — yr)| 
px,y) | IO fd), 
则 可 证 px, 和 确定 SCX, 卫 ,pW) 上 的 距离 ; 而 县 其 中 的 收 敏 性 与 依 
测度 收敛 一 致 ， 又 可 证 8 和 ,了 2) 关于 p 是 完备 的 . 
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1. 赋 范 线 性 空间 概念 

设 芭 是 数 域 ( 实 或 复 ) 玉 上 的 线性 空间 . 如 果 对 于 任 一 元 宫 
xEX, 都 对 应 一 个 实数 | ;满足 下 列 条 性 ， 

(1》 非 负 性 ，|izl| 衬 0, 而 且 Ilxl| =0 的 充 要 条 件 是 *= 人 0 

《2) 绝对 齐 广 ，]lazil = lalllxll, 其 中 a 为 任意 实数 或 复数 ， 

(3)》 次 加 锤 ，z+ 询 宏 和 + | 
则 称 飞 为 ( 实 或 复 ) 轩 范 线性 空间 ,!|lzil 称 为 元 素 * 的 范 数 ， 由 范 数 
确定 的 拓扑 称 为 范 数 拓扑 ， 

注 ， 在 上 述 条 件 中 , 若 条 件 (2 换 为 。 存在 常数 ?>0, 使 得 

C2) liaxl| = lol?llsl, 


日 人 这 


如 称 Hzl| 为 x* 的 Pp 范 数 , 称 式 为 皮 p 范 线性 空间 ， 易 证 p 拟 1. 

臧 范 线性 空间 筷 可 用 下 画 的 方式 

pzsy) = lis = 
定义 x 与 了 的 距 房 , 这 时 称 p 为 由 范 数 确定 的 距离 . 依 此 距离 
完备 时 , 称 为 巴 款 赫 (Banach) 空 间 , 简 称 B 空间 . 

吴 范 线性 空间 XX 中 的 范 数 外 由 及 线 任 运算 关于 它 的 范 数 拓扑 
连续 , 即 , 游 序列 [xn] CX {yn} CX {qn}CCK,X,yEX ,EK,T 且 . 
Xn yay Cnr MI 

sl lx), Xn Yat ys GinXn 二 人 

设 XXX 都 是 赋 范 线性 空间 . 车 它们 作为 线性 空间 是 同 构 的 ， 

生计 线性 同 移 映射 下 等 距 , 即 ¥Y*,yYEXX, 有 

~ Ax ~ Aslls = lz- yl . 
则 称 入， 与 X, 名 距 同 构 ， 这 时 小 | | 直 |。 依次 表示 Xi Xs 内 的 范 
数 . 

任 一 赋 范 线性 空间 区 都 有 完备 化 空间 Xo 而 且 陈 去 等 放风 
不 计 外 ,是 唯一 的 ， 

2. 有 界线 性 算 子 

设 环 ,YY 为 斌 范 线性 空间 ,D 是 了 的 子 和 集 , 了 Ts D_>Yy , 则 称 工 为 
算 于 ， 若 工 的 定义 域 D(CT) 是 多 的 于 空间 , 而 且 对 于 一 切 *,yE 
DCT) 有 

Txt+y}=Tx+Ty, 
则 称 工 为 加 法 的 ; 鞍 对 于 一 切 *ED(T) 和 数 & 有 
Tlax) = oT (x)y 
则 称 了 为 齐 次 的 、 章 次 加 法 算 子 称 为 埃 性 挤 子 . 基线 性 算 于 了 满 
足下 列 条 件 ， 在 在 正 数 好 ,使 得 YYxE DD) 都 入 所 MMIz|i， 则 
称 了 为 有 界 算 子 . 

定理 5.1 设 T，D->Y 是 线性 算 子 , 则 TT 有 界 的 充 要 条 和 件 为 ， 

它 将 台中 有 界 集 映 成 Y 中 有 界 集 ， 这 里 DD 是 天 的 子 空间 . 
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定理 5.2 设 X,Y 是 峙 范 线性 空间 ,PD 是 的 了 于 空间 , TD 
一 Y 是 线性 算 子 , 则 下 列 条 件 等 价 
(1) 了 是 有 界 算 子 ， 
(2) 工 是 连续 算 子 } 
{3) 了 在 某 点 姑 拒 下 和 连续， 
”由 此 知 , 非 有 界 算 子 是 很 容易 确定 的 . 
设 羡 ,了 都 是 峰 范 线性 空间 ,D 是 XX 的 子 空间 , TD-rY y 是 有 
办 线性 算 子 , 则 使 开赴 专 惠 | 对 一 切 * 成 立 的 正 数 对 的 下 确 界 ， 
称 为 有 界线 性 算 子 工 的 范 数 , 记 为 |， 可 以 证 明 下 列 结 论 成 立 
C1) vx€ED, Tell [xlls | 
G2) TH = sup rll = sup [Fl =sup 2 
ll Hd s#e lla 
设 和 ,了 都 是 荆 范 线性 室 间 , 从 和 到 了 内 的 一 切 有 和 界线 性 算 子 
的 全 体 记 为 B(X,Y)， 在 B(X,Y) 内 定义 线性 运算 如 下 ， 
(CT TYR= Tx Tr 
(oD) oT = oT x)s 
草 Bt 了 依 运 算 (1) 和 (2) 组 成 线性 空间 ， 且 依 上 述 有 界线 性 算 
子 卫 的 范 数组 成 赋 范 线性 空间 ,在 其 中 依 范 数 收 伍 为 一 致 收 化， 
设 TT,Tn€SDB(X,Y)(#=1,2,…)。 洪 时 * 扬 詹 ， 
lim 站 了 wx — TxI|= 
则 称 序列 {Ts} 强 政 雍 于 工 、 
显然 ,车 算 子 序列 {Ts] 依 范 数 收 化 于 了 , 则 它 也 强 收敛 于 工 ， 
反之 不 然 . 
定理 5.3 若 了 是 巴 拿 赫 空间 , 则 BC(X,Y)》 也 是 巴 拿 次 空间 . 
设 XY,Z 痢 是 赋 范 线性 空间 ,T:E BCX,Y) ,TE B(Y,2), 定 
义工 与 的 乘积 TT, 为 ，TT，X>Z 
(TT r= TTI*), (XEX) 
TT, 将 卫 内 有 界 集 映 为 Z 中 有 界 华 , 从 而 TsT, 也 是 有 界线 性 
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算 子 ， 它 具有 下 列 性 质 : 
定理 5.4 设 革 ,了 Y,Z,WW 都 是 赋 范 线性 空间 , 则 有 
C1) (TT)TI= TdT), 
af T= oTT)y 
Ta = To) 
其 中 TLE B(X,Y) ,TE BOY ,2),TSEB(Z, W),oEK. 

(2) Lat, +T,) = 了 01 十 Ts 
其 由 TT,T .EB(X,Y), TSEB(Y,Z). 

(Ts + TY)T =TT, +t TT 
其 中 TE BOX,Y),T,,T,EB(Y,2). 

(3) ETI [1， 
其 中 TE B(X,Y),T EBY, 2)., 

显然 ,一 般 说 来 ,fT 了 证 TT, 

5. 连 续 姑 恢 泛 范 

. 在 .上 一 段 中 ; 洪 Y 是 下 的 数 域 , 则 称 了 为 X 上 的 泛 画 . :同样 ， 
可 定义 钱 性 泛 函 与 有 异 线性 泛 苹 概念， 它们 依次 是 线性 算 子 与 有 
界线 姓 算 子 的 特例 .由 于 下 是 轧 拿 赫 室 间 , 于 是 由 定理 $5.3 知 赋 
范 线 性 宅 间 .上 的 一 切 有 界线 性 汉语 的 全 体 B(X,K) 也 是 巴 拿 赫 空 
间 , 称 为 也 的 共 固 空间 , 记 为 XX* 或 义 /， 若 十 0}, 则 XX* 中 有 幢 
名 儿 的 元 束 , 这 可 由 下 列 哈 珠 4Hahn)- 巴 拿 赫 定 理 推 知 ， 

定 还 5.5( 喻 因 - 巴 语 赫 线性 证 函 延 拓 定 至》 设 无 是 揽 ( 实 ) 线 
性 空间 ,X。 是 处 的 复 ( 实 ) 级 性 子 空间 , f, 是 在 X 上 定义 的 做 性 沁 
函 . 又 设 P(x) 是 玉 上 的 齐 性 , 深 可 加 泛 函 ,而 且 在 XX。 上 满足 所 Cx 
志 P(x); 则 在 在 定义 在 六 上 的 线 狂 汉 冰 1, 满足 : 

(1) 当 2*EXo 时 ,f(x).= f(r) 

(2) 对 于 六 内 一 切 点 * 有 |fCx)| 志 Px). 

系 ” 设 蕊 为 线性 室 间 ,pz) 为 与 上 的 齐 性 、 次 可 加 证 国 ， 央 对 
和 于 任意 xoE 丰 ,有 式 上 的 线性 泛 攻 六合 其 ro = pL#0) ,而 且 对 二 XX 
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内 一 切 点 * 有 js) 入 plx), 

定理 5.6 设 无 是 赋 范 线性 空间 , 式 , 是 蔷 的 学 空间 ,j。 是 定 尺 
在 Xo 上 的 有 界线 性 泛 画 , 则 六 可 岗 保 范 地 延 拓 到 整个 基于 去 ， 即 
存在 着 定义 在 了 上 的 有 界线 性 汉 省 1, 满足 ， 

(1》 当 zcEX NH, = futx)} 

C2) | 着 z= | 天 这 里 册 d|z, 表示 天 作为 六 ,上 土 的 有 界线 性 
证 国 的 范 数 , | 几 z 表 示 在 苹 上 的 范 数 . 

” 注 ， 营 下 为 介 空 间 ， 则 天 必须 也 为 复 空间 ， 否则 定理 5.5 与 

定理 5.§ 不 成 立 . . 

系 设 X 是 贼 范 盘 性 空间 , 则 对 于 任 一 个 xoEEX,wo 二 0, 必 存 
在 定义 在 忆 上 的 有 界线 性 证 函 声 使 得 f(x0) = loll, 而 且 j|f= 1 

X* 的 共 轿 空间 称 为 基 的 第 二 兴办 空 间 , 记 汶 XX**, 若 xEX， 
1 EX*, 我 们 定义 A 上 的 泛 卫 Fr + 下 旭 下 ， 

Poelfy =j(x), (VIERX*) . 

于 是 沦 于 每 一 个 x* 忆 区, 必 洛 应 于 一 个 fF- EX 这 种 对 应 是 线性 
的 ,等 距 的 ， 从 而 是 一 对 一 的 。 于 是 除去 等 距 蜀 的 不 诗 外 ,和 本 以 
看 作 Xxx 的 子 空间 洲 基 =Xs*, 则 称 达 为 自 友 空间 . 

4. 线性 泛 函 分 析 中 的 几 个 重要 定理 

定理 5.7 (共鸣 定理 ) 设 {Tojss 是 定义 在 8 空间 天上，, 值 
域 在 赋 范 线性 空间 Y 内 的 有 界线 性 算 子 Tola € 4 的 集 。 车 对 于 
每 一 个 xEX, 有 sup{loxll} 之 00, 则 数 傈 {lal} .es 有 者 . 

设 工 是 定义 宇 X 的 子 空间 了 DPD 上 , 值 域 在 Y 中 的 线性 算 子 ， 潍 
天 的 图 像 

GrSTCx Tx)) | *ED} 

是 区 xY 的 闭 子 空间 , 则 称 工 为 闭 算 子 ， 

定理 5.8( 闭 图 像 定 理 ) ， 设 天 和 Y 都 是 了 空间 , T， ~rY 蚌 
闲 线 性 算 子 , 则 有 界 . 

雇 下 和 Y 都 是 赋 范 线性 宗 闻 ,了 ， 关 一 Y 是 线性 算 子 ， 老 了 把 
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七 内 的 以 原点 为 中 心 的 开 球 映 为 了 内 以 原点 为 中 心 的 开 球 ， 则 称 
了 汶 开 算 子 或 开 映 射 ， 显然 ,此 定义 与 $2 定义 一 致 . 

定理 5.9( 开 蜡 射 定理 ) 设 玉 和 Y 莉 是 B 空 间 ;, TX 了 是 
有 界 级 性 算 子 ,而 且 YE = 了 , 则 必 为 开 瞎 射 . 

注 ， 才 TT 是 闭 算 子 ,而 且 定 义 域 是 整个 天 ,由 定理 5.8 与 定理 
5.9 等 价 . 1 

5 . 易 *# 收 仇 与 易 收 训 

设防 是 赋 范 线性 空间 , fo fn XX*n=1，2,…)}， 若 对 于 任意 
xE 基 都 有 

站 (人 人) (#00)y 

则 称 六 天?* 收 艇 于 六, 而 称 斑 为 失 的 弱 *+ 极 限 ， 

易 知 ,X# 中 的 依 范 数 收效 蔓 含 弱 * 收 伍 , 反 之 不 真 . 

设 天 是 鼎 范 线性 空间 ,rayxnE 关 (= 132， .和 藻 对 于 任意 fE 
X*， 都 有 
了 (Ca) 一 (0 (Ho0)y 
则 称 序 询 Lxn} 能 收 谣 于 x. 

易 知 所 列 的 强 收 合理 合 弱 收 侣 ,反之 不 真 . 


$6 内 积 空间 


1. 内 积 空间 交 定 义 及 其 基本 性 质 

设 天 为 复 ( 或 实 ) 数 域 太 上 的 线性 空间 ， 洪 对 于 任意 *,y EX， 
总 对 应 于 数 (x,y) E 天 ,满足 下 列 条 件 ， - 

(1) (x +y,2)= (x, x) 二 (ys》 (V2EX)) 

C2) (ax) 一 在 (全 (VatK): 

(3) (X,Y) = (ys) 

(4) (TX)0, 而 且 (x,*) =0 的 充 要 条 忻 为 *=0; 
由 称 苹 为 复 ( 或 实 ) 内 积 空间 ,简称 内 积 空间 ,而 称 《x,y) 为 + 与 3 
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的 内 积 ， 这 里 (?,z) 表 示 (7y 刀 的 共 辑 复数 ， 

由 内 稳定 义 易 知 ， 

《1> CFG ep) 二 oi) + (Xa)s 沼 必 二 时， 

CRY + ey) = 当时; 

(C2) 当 *,Yy 中 有 一 个 为 0 了 时 xy) = 站; 

(3) WzEX, 令 ||x= Vi 则 外 按 上 ，|| 成 为 同 范 线性 空 
间 , 和 而 Ih|| 称 为 由 内 积 确定 的 范 数 . 故 羡 作 为 琴 范 线 人 室 间 是 先 各 
的 , 则 称 瑟 为 着 尔 伯 特 (Hilberty 室 间 . 若 叉 不 是 完 省 的 内 积 空间 ， 
由 可 依 琴 范 线性 空间 完备 化 得 Xoy 使 大。 成 为 希 隶 们 特 空间 ， 

(4) lz, [el|e fyl!; 

(5》 内 积 (x,Y) 是 *,y 的 连续 冰 数 } 

《6) 内 积 与 范 数 有 下 列 基 本 关系 : 


(x,y) = C+ -lle -yl), 当 政 = 及 时; 


《7 sy) 一 二 (全 + — lx ~ $1) 


+ 一), 当 站 = 人 时, 

由 (3) 可 知 内 积 空间 必 为 赋 范 弘 性 空间 , 反之 不 成 立 ， 易 知 ， 

赋 范 线性 空间 成 为 内 积 室 间 的 充 要 条 件 是 下 列 中 线 公 式 成 立 : 
le 4 ors y= 2 + ly 

2. 内 积 空间 中 的 正 实 性 

设 臣 为 肉 积 空间 ,*,y&EX， 洪 (y=0, 则 称 * 与 了 正 变 , 记 
汐 xY yy 设 闻 车 VE 时 部 有 (Cx,Y) =0, 则 称 x* 与 村 正 交 ， 
记 海 + 加， 车 取 有 和 CX, 和 而且 YXxXEN, 莉 有 * 上 MM, 则 称 集 对 与 
集 N 正 交 , 记 为 半 LN， 关中 与 儿 正 交 的 全 体 元 京 称 为 履 的 正 变 
料 , 记 为 到 上 

正 交 性 月 下列 初等 性 质 ， 

定理 6.1 (1) 设 YrLxzs， 岂 
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er + xoll? = + xsl}?s 
(2) 设 XEXX,L 在 也 内 币 密 ,而 且 *LIi, 则 x*=0 
《3) 河 任 音 出 CX,， M+ 是 多 的 闭 子 空间 ; . 
定理 6.2 ( 正 交 分 解 》 设 久 为 希 尔 伯 特 空间 , M 是 XX 的 闭 子 
空间 , 则 对 于 任意 前 +E 外, 可 作 下 列 唯一 的 正 交 分 解 ， # = 加 十 yy 
其 中 x EM,yEMi.» 
内 积 空间 中 的 非 零 元 案 集 {en}sea; 若 有 
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则 称 {eejoe4 是 不 中 的 标准 正 交 系 . 对 于 任意 *EX, 称 Fo 一 (x, za) 
为 了 关于 ee 的 人 博 里 叶 (Ronrier) 系数. 

定理 6.3{ 风 塞 尔 (Bessei) 不 等 式 ) 设 . 产 = [cojsea 是 内 积 
空间 中 的 标准 正 交 系 , 则 对 于 每 一 个 x* E 和 ，x 的 傅 里 叶 系 数 
{C(x 60) | aA} 中 最 多 只 有 可 数 个 不 为 零 , 市 且 适 合 贝 塞 尔 不 等 
式 : 


ea sp) 三 | 


lls, ea)| 安 | 对 [2. 


设 {enjaen 是 中 的 标准 正 交 系 . 积累 对 于 任意 所 加 ,成立 
巴 赛 瓦尔 (Parseval) 等 式 ， 


jx 由 = > lz en) |, 


则 称 此 正 交 系 在 尖 内 是 完备 正 交 系 ,这 里 求 和 式 中 也 可 能 只 有 有 
限 项 . 

关于 巴 赛 刀 尔 等 式 有 下 列 结果 ， 

定理 6.4 (1) 对 于 每 一 个 *E X， 巴 赛 下 尔 等 式 成 立 的 充 权 
条 件 是 ， 在 依 范 数 收 倒 意 义 下 , * 可 以 展 成 傅立叶 级 数 
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(2) 设 {e} 是 X 中 的 标准 正 交 系 , 则 {ea] 完备 的 充 要 条 件 是 
{en} 张 成 的 子 空间 在 X 中 稠密 . 
(3) 荐 *,yE 天 关于 {en] 的 巴 赛 瓦尔 等 式 都 成 立 , 则 


(x 9) = Fr, en) Cy, en). 
n=1 


(4) 歼 斯 - 费 砍 尔 (Riesz-Fisher) 定理 设 下 是 第 尔 伯 特 空 
间 , {esa} 是 五 中 的 标准 正 交 系 ,而 且 数 列 {co} EE 则 存在 着 唯一 元 
过 * 世 ;使 得 ca= (x， sn) ,而 和 且 巴 赛 瓦 尔 等 式 成 立 . 
(5》 著 处 中 存在 着 完备 的 标准 还 交 系 , 则 天 是 可 分 的 . 
设 碟 沪 内 积 空间 , 为 区 中 的 标准 正 交 系 , 如 果 对- = {0}， 则 
称 邓 是 完全 的 标准 正 交 系 . 
定理 6.5 设 对 是 内 积 空间 蕊 中 的 标准 正 交 系 . 车 放 是 完备 
的 , 则 它 是 完全 前 ， 如果 天 是 希 尔 们 特 空 间 , 则 完全 的 标准 正 交 系 
必 是 完备 的 ， 
设 六 ; 和 爱 。 是 两 个 内 积 空间 ， 若 存在 双 身 ， Pp: 大 一 一 入。， 
而 且 保 持 绕 人 性 运算 及 内 积 , 即 sis 护 筷 全 it 月 去 天, 部 有 : 
Pam + Py) = opt) TF poy 
Cp) PI) = Cr Fs 
其 中 (x,3)3 表示 天 中 的 内 积 人 = 1,2), 划 称 空间 关 与 羡 同 构 . 
定理 6.6 任何 = 维 肉 积 空间 天 都 和 ” 维 殉 几 里 德 空 间 长 " 同 
构 , 而 且 任 何 可 分 的 希 尔 信 特 空间 必 和 有 R" 或 让 同 构 . 
定型 6.7 ( 黎 斯 定理》 设 区 是 希 尔 伯 和 将 空间 , 了 是 不 上 的 连 
续 线 性 证 通 , 则 存在 元 束 yE 区 ,使 得 对 于 任意 x E 工 ,都 有 
fx) = (x, 9). 
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第 一 章 拓扑 线 性 空 间 


在 泛 函 分 析 的 早期 历史 中 , 主要 研究 赋 范 线性 空间 , 即 范 数 
《最 多 是 一 个 “* 半 范 数 ?) 是 研究 这 次 分 析 的 主要 工具 ， 而 实际 上 有 
关 拓 扑 的 概 金 是 借助 于 距离 引进 的 ,但 是 很 决 弗 雷 希 (Fr&chet) 就 
发 现 数学 分 析 中 有 些 极 限 概 念 并 不 能 用 距离 来 描述 ， 如 点 态 收 全 
就 是 一 例 . 

设 员 是 任意 集 ,RCX) 表示 辩 上 定义 的 实 函数 全 体 ， 又 设 序列 
{fnjnewxCRCX),fERCX), 而 且 对 一 切 * EX 总 有 

limf"(*) = f(x)s 
则 称 函 数列 {fs} 在 XX 上 点 澡 收 全 于 j。 当 无 是 有 限 集 或 可 列 集 时 ， 
这 律 锋 念 可 以 纵 入 度量 空间 中 收敛 的 范 里 本 如 设 下 ={xofsecNy 
当 了 ,gE R(X) 时 ,规定 z 
Ka gx) 
etn = DE 

则 (R(X), p》 是 一 个 度量 空间 , 而 且 点 态 收 敛 等 价 于 依 距 离 p 收 
敛 . 然而 当 X 是 不 可 数 集 时 ,就 无 法 定义 R(X) 中 的 距离 p(f, 8)， 
使 上 述 两 种 收敛 等 价 ， 基 此 ,需要 沿 别 的 途径 来 建立 比 度量 空 
间 更 一 般 的 理论 。 早 在 1926 年 , 弗 震 希 就 注意 到 元 素 的 加 法 运算 
与 数 乘 运 算 的 连续 性 ,而 连续 性 是 可 以 用 邻 域 刻画 的 , 即 可 以 将 代 
数 结构 与 拓扑 结构 最 大 限度 地 结合 起 来 进行 研究 ， 这 就 产生 了 拓 
扑 线性 空间 概念 ， 于 是 ,拓扑 线性 空间 成 了 泛 池 分 析 的 基础 , 它 在 
广义 函数 论 中 有 巨大 影响 ， 广 义 函 数 必须 用 拓扑 线 性 空间 , 转 别 
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是 局 部 凸 丘 择 线性 空 疝 的 起 论 米 表述 ， 和 而 鸯 范 线性 空间 对 它 完 全 
无 能 为 力 、 因 此 ,我 们 在 § 1 内 先 引 入 拓扑 线性 空间 概念 , 主要 定 
理 是 定理 1.4 到 定理 1.7. $2 讨论 局 部 凸 招 扩 线性 空间 的 充 赤 
条 件 ， 8 3 到 3 为 本 章 主要 内 容 .$3 定义 峰 可 列 范 空间 概念 ， 
讨论 了 它 的 拓扑 结构 .8 4 定义 拓扑 线性 空间 上 的 连续 线性 泛 函 
和 一 些 充 要 条 件 ,涉及 到 广义 函数 的 存在 问题 。$ 5 讨论 弱 拓 扑 ， 
为 广 愉 郴 数 概 念 的 引入 作 准 备 ， 这 三 节 是 基础 ， 8$ 6 介绍 一 种 符 
殊 的 拓扑 线性 空间 -一 完全 空间 以 及 从 区 间 到 完全 室 间 内 的 抽象 
卫 数 的 积分 。 最 捕 ，8 7 定义 拓 盾 线性 定 间 的 归纳 极限 与 可 数 并 ， 
作为 惰 后 研究 广义 了 顶 数 论 的 基 砧 ， 准 痢 出 推广 可 涩 并 空间 到 全 训 
并 空间 的 方法 . 


$1 phasenons 


1. 害 义 

我 们 短 道 ， 赋 范 僵 性 空间 瑟 中 的 线性 运算 关于 天 中 的 范 数 所 
扑 是 连续 的 ( 见 第 0 章 第 豆 节 )， 这 时 我 们 了 世 说 兆 巾 的 线性 结构 与 
拓 提 结构 相 容 或 协调 . 赋 范 线性 空间 的 这 种 性 质 在 赋 范 线性 空间 
的 研究 中 起 着 很 重要 的 作用 ， 我 们 希望 这 种 性 质 能 在 更 一 般 的 托 
扑 空 间 内 最 天 限度 地 结合 起 来 ， 于 是 产生 了 招 提 线 竹 空 间 概 守 . 
”定义 1.1 设 

(1》 久 是 数 域 久 ( 实 数 域 及 吉 复 妆 坊 C) 上 的 线性 空间 

(2) XX 是 拓扑 空间 3 . | 

《3) 天 上 的 线性 结构 与 拓扑 结构 祖 容 ， RY *,yE 和 Y Ui 
930s 和 如 使 得 Us +U, CU 而 EY EK, VxEX 和 V Oss, 
3 56>0 与 Uo, 使 得 | 之 8 时 ,有 WUsCUszy 
划 称 卫 为 新 科 线 性 空 间 , 简 记 为 TLS(Topological limear space)， 
其 中 EK,Us 表示 点 zx 的 邻 域 ,Da aoyD 意义 相仿 ;AD 表示 
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小 皮 与 Uz 内 的 一 切 点 的 乘积 的 全 体 , 显然 它 认 是 点 ur 的 邻 城 
( 定 下 1,1 之 (2)); Us+ Dy 表示 0s 内 一 基点 与 Di 内 一 切 点 的 和 
的 全 体 . 

注 ， 许 多 作者 峰 予 天 以 TT, 或 TT 泛 分 离 拓 扩 结 构 , 定理 1.5 将 
证 明 , 对 于 拖 扑 线性 空间 多 而 言 , 赋 以 To 型 拓 扩 结构 与 赋 以 工 , 漠 
拓 扩 结构 是 等 价 的 ,所 以 也 可 贼人 以 T, 型 到 了 型 的 任 一 分 离 性 , 从 
分 析 意 义 上 来 说 , 由 于 了 空间 中 极限 唯一 , 加 上 分 离 性 条 件 具有 
较 大 实用 价值 . 

若 多 是 拓扑 线性 宝 间 , 4 是 它 的 线性 子 空间 , 则 把 下 中 的 因 盾 
运算 与 代数 运算 诱导 到 4 上 得 到 的 也 是 拓扑 线性 空间 ， 称 为 下 的 
子 空 间 . 

2. 基 本 性 质 

定理 1.1 设 蕊 是 拓扑 线性 空间 , 则 

(12 六 xzo 区 天 位移 虎 射 Ya wxy++zi 是 广 到 天 上 的 局 有 虐 。 
特别 , 沙 多 。 是 等 元 素 的 邻 域 其 ， 则 x + 为 元 过 ry 的 领域 基 ( 齐 
性 ). 

(42) 加 夺 0, 和 NEK, 映射 T2， zm%ox 也 是 半 到 氏 上 的 辐 
肽 .于 是 ,4 己 卫 有 某 一 拓扑 性 质 时 ,加 必 亦 然 特别， 车 Us 是 区 
的 一 个 邻 域 , 则 和 NUx 是 和 hz 的 一 个 邻 域 . 

和 证， 只 须 证 明 对 于 土 述 x 和 知 近 0, 贾 射 

Ty 二 . 

是 从 下 到 久 上 的 则 肪 即 可， 由 定义 1,1, T(x) _ x 显然 是 
双 射 且 连 续 ， 另 一 方面 ,x = TO = ho1Y - xo) 也 连续 ,所 以 7 为 
闻 胜 ， 1 

， 例 1.1 设 印 是 任意 集 ,x( 弛 是 在 品 上 定义 而 在 数 域 不 下 取 
值 的 函数 , 按 如 下 通常 函数 的 加 法 与 数 系 

CEI = FY aX} = OX - 

其 中 +E 妨 ,组 成 一 个 六 上 的 线性 实 间 , 记 为 六 .点 加 ET 的 一 个 邻 


Li 


域 基 由 一 切 如 下 的 邻 域 组 成 
DU (Crosiis fos 3 
A sD — ri) < lisn}, 
这 里 庙 亿 向 ,#2 N,8 守 0， 因 为 
Uroirs ns tng/2) HF UCyosts Huge /2) 
CUCs + Yostls "sing8)y 


zf Fs ,Tp -ss ) 
DF"*1s + Sdo I+ 1) 


2 
x {a | a alr) 
1 
CU ty sd)s 
所 以 下 是 一 个 拓扑 线 性 室 间 . 这 里 4+ 8 表示 义 的 子 集 4 的 一 切 
元 素 与 和 的 子 集 互 的 一 切 元 素 的 和 所 成 之 集 ,4x4 表 示 革 的 子 集 
4 的 一 切 元 素 与 数 域 下 的 子 集 4 的 一 切 元 束 的 数 积 所 成 之 集 . 


例 1.2 设 B = 本 [4s 是 线性 空间 如 的 镑 长 儿 梭 积 , 即 卫 是 


元 素 列 {xajae 的 全 体 , 这 里 XE Antn=1, 2，…')， 令 RR 表示 元 
过 的 等 价 关系 ， 

站 
这 了 蛆 *= XnjneNs y= yn}ney, 


. 我 们 定义 距离 如 下 
D0 Ty (RR ) 
pat, yy) = i 
+ XYyCRn) 
侣 十 1 


Px,y) =maxpa(t,y), *,IEE, 


不 难 验 证 ,ptx,7) 是 距离 ,而 且 三 角形 不 等 式 取 加 强 的 形式 
plx,s) max{p zs) py 2)}, 
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又 五 是 线性 空间 , 但 它 不 是 拓扑 线性 空间 ， 束 实 上 , 令 *= (1, 1， 


py 财 
1 fl1 1 
1 人 (二 mn ) 
从 而 p (9, 为 *)= 主 ， 即 二 -> 0 n>o0), 但 六 x+>0， 所 世人 Gy 


ax 不 是 连续 映射 。 

5. 扫 超 线性 空间 的 判定 条 件 

前 面 给 型 了 拓扑 线性 空间 的 定义 ,但 在 实用 中 有 人 峙 并 不 方便 ， 
因此 需要 给 出 一 些 判 定 条 件 ， 为 此 ， 先 介 绍 吸 收集 ,均衡 集 和 凸 集 
的 概念 ， 

定义 1,2 设 尤 是 数 域 玉 上 的 线性 空间 , ACX. 若 Y 和 EX， 
3 5>0, 使 得 当 | 刘 <<5(4EK) 时 都 有 %xo€4, 则 称 4 是 最 收集 ， 
妈 4 包含 域 KK 所 有 “各 方向 "以 0 为 端点 ,由 * 决定 的 荣 一 线段 . 

车 a 志 1(a EK) 一 >qa4dC4, 则 .4 称 汶 均 衔 集 或 平衡 弟 , 也 
称 辕 集 .特别 , 当 |a| = 1 一 aA4cCA 时 ,4 称 为 国 周 集 . 这 是 对 称 
集 ~ A4C4 的 自然 推广 . 

易 知 ,均衡 集 的 闲 包 仍 为 均衡 集 . 

定义 1.3 设 久 是 数 域 K 上 的 线性 空间 , 4CX. Ea YE 
A,0Ea<1 一 >ax + (1 -a)yE 4, 则 称 4 为 是 集 . 

车 YxoyE 4 如 1, KEK, 当 | 刘 十 |g| 所 1 时 ,有 MTT HE 
称 4 为 绝对 是 集 . 

注 1 ， 均衡 集 未 必 是 书 集 ,例如 在 二 维 复 空间 Cs 中 , 令 

B= {rs0) | [zls1}U {0, so) | [zs [S11}, 
则 8B 显然 是 均衡 的 .然而 
oats Fl — O00 = C1 -a2 a) EB, 

所 以 8 不 是 是 集 . 有 意思 的 是 在 一 维 复 空间 C 中 非 凸 的 均衡 集 却 
作 不 出 来 , 事实 上 ,C 内 的 均衡 集 必 为 凸 集 ， 


Le , 


注 2 ， 线 性 空间 中 的 暖 收集 、 均衡 集 和 绝对 凸 集 都 与 数 域 下 
人 情 1.5( 沙 茨 (8chatz) 革 果 ) 设 复 平 面 C 中 子 集 
4 人 {z | 17 土 1 ULe | Res=0,ilme]<1}, 

则 将 C 在 年 及 上 的 线 竹 空间 时 ，4 为 豚 收集 (因为 它 的 图 形 关于 
原点 对 称 , 对 于 任 取 点 a 不 在 了 轴 上 ,线段 0 必 与 图 交 于 两 点 , 于 
是 存在 6>0, 将 长 小 于 6 的 线段 移 于 4 内 ), 而 且 4 为 均衡 集 . 而 
将 各 着 作 复 数 域 C 上 的 线性 空间 时 。4 不 是 吸收 集 ( 这 时 C 的 一 
切 沪 向 是 位 于 平面 内 的 小 园 , 其 中 总 有 不 属于 44 的 点 ), 同时 可 
知 , 当天 = 及 时 ,吸收 的 均衡 集 未 必 是 凸 集 ， 
定理 1.2 集 4 是 绝对 凸 集 的 充 要 条 件 为 ， 它 间 时 是 均衡 集 
和 凸 集 ， 

证 ， 必 要 性 显然 ， 只 证 充分 性 ， 设 所 为 均衡 凸 集 ， 则 VY *, >》 
E44, 及 | 和 +|g| 志 1 时 , 荐 4=0 或 =0, 则 显然 有 N29 EA 
车 入 & 痢 不 为 0, 则 44 台 yE 4 而 县 

a 
EE 


所 以 


各 先 江 . 

4ax+ py= (+ la) (eT ‘ 而 + 5 。 a ed. 0 
定理 1.3 疫 叉 沪 拓 护 弘 性 空间 , 则 下 讽 运 算法 则 成 立 ， 

(1) x + A= x+ hh 其 中 EX 一 2 二 0, 

桂 绑 , 当 了 是 六 集 时 ,xz +,24 让 然 ， 
(2) A+BC4+8B8, 但 4+8 未 必 蚌 闭 集 , 
(3) 尘 C 是 紧 集 , 了 是 闭 集 , 则 C + 为 闭 集 , 而 且 
C+P=C+ FF, 
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(4) 洲 人 e 为 紧 集 , 则 笛 卡 多 江 积 CxC; 亦 然 
{5》 若 已 是 开 集 ， 则 对 于 竹 意 A 多 , 4 + G 为 开 集 ， 从 了 现 
和 A+B° (4+B)°. 
证 明 疹 作 练 可. 
下 交 4 证 于 为 拓扑 线性 空间 , 则 必 有 零 元 素 的 邻 域 基 多 yn 
(1 和 守信 的 U0 0 EY 使 得 UCU NUD,; 
(2) 一 切 UE2, 是 吸收 集 3 .i 
.《3) 一 切 UE2, 是 均衡 集 ; 
(4) UES IFES 使 短 VY+VCU. . 
反之 ;车 区 是 线性 空间 ， 在 其 中 引进 满足 条 件 (1)~(4) 的 子 集 
族 ,sy 则 时 * 毛 闫 ， 把 形式 海 *+ UCDUE 0) 的 集 作 为 + 的 邻 域 ,就 
使 XX 成 为 拓 站 线性 空间 ,其 中 ,是 零 元 素 的 邻 域 基 . 
证 ， 必 要 性 ， 设 Y, 是 零 元 宫 0 的 邻 域 基 , 则 由 和 铝 域 性 质 知 
(1) 上 成立 ， 青 让 加 法 的 连续 性 及 6 + 0 = 0 知 ( 们 成立 又 由 0 xz 
= ,于 是 YV E2036> 0 和 Va, 使 得 刚才 6 时 有 AV eCV, 所 以 
(2) 也 成 立 ， 下 边 证 明 (3) 成 立 ， 事实 上 , 设 允 是 0 的 任意 邻 域 ,由 
0 0 = 0 知 存在 “， E2 及 9> 0 ,使 得 风气 5 时 有 7， cF， 内 


为 了 ， 未 必 是 均衡 的 , 于 是 令 V= U 40 则 VoCyi， 叉 因 6V 


CV 而 6V, 也 是 0 的 邻 域 ， 所 以 了 也是 0 的 邻 域 ， 从 而 当 lal < 
1 时 有 
aVo= (jarv,c U WV,=V,, 


| 为 | 号 痢 15 本 让 
其 中 4 =24 而 且 1ahi= 他" 刚 委 6， 再 由 六 并 2 为 和 的 均 
充分 性 ， 出 定理 条 件 可 箭 定 嘉 府 任 一 点 < 的 邻 域 , 使 天 成 为 
拓扑 窗 间 。 为 此 ,由 第 0 章 定理 2,1, 只 须 证 它 满足 下 列 条 件 : 


* SF 


(1) 点 z 的 每 一 个 邻 域 包含 点 *、 事实 上 ,由 条 件 (3), 任意 
邻 域 EB 都 是 均衡 的 ,所 以 0 EV ,于 是 x*=x+ 0 Ex+t+V. 
(2) 点 * 的 两 个 邻 域 的 交 包 含 这 一 点 的 第 三 个 邻 域 . 事实 
上 , 设 二 邻 域 为 x* + 和 x +F,, 则 由 条 件 (1》，37sEgo， 使 得 
VsCV.NV,, 因 此 
(XIV)OC(r FV)N (r+,). 


(3》 对 于 x 的 任 一 邻 域 V。, 看 在 同一 点 的 邻 域 Us, 使 得 VY。 
包含 Vs 的 任 一 点 的 邻 域 . 

愉 须 证 x = 0 的 情形 ， 任 取 VoE2o, 由 条 件 (4), 存在 VE 
oy 使 得 了 +FTV 于 是 , YE TV 时 ,》+V 是 了 点 的 邻 城 , 而 县 

y 于 下 二 下 了 下 志方 

因此 , 筷 是 折 扑 空间 .下边 证 明 胡 法 与 数 冬 的 连续 性 . 

加 法 的 连续 性 ， 任 取 zx，y 生 X, 只 须 证 YUDaer Ij Ux 及 UV， 
使 得 Us + UyCUs,s。 由 定理 的 笨 件 知 存 在 VUE8o, 使 得 Us,p = 
x+y+0， 抽 由 条 件 (4) 知 存在 VE, 使 得 V+VCU, 从 而 


(zt yt =r+ty iV +VCxr+y+U, 


于 是 取 Us=*+V,U,=y+V 即 可 . 

数 乘 的 连续 性 ， 首 先 , 当 于 对 性 一 妇 叶 革 有 24 往生 + 有 ,和 于 是 
由 条 件 (4) ,对 于 每 一 个 Eo, 必 有 参 Ego, 使 得 ?一 4、 类 似 
地 , YnEN, 存在 FE 使 得 2"86CZ， 设 1 是 尾 一 数 , 则 
存在 #E 使 得 出 志 2"。 因 为 是 炮 衡 集 , 所 以 2*V'V 亦 然 ， 
关 此 

WV Cacr. 
现在 证 连续 性 ， 设 x*EEX, 义 EK, 而 | 
Hy Ax= (HACY— A) + CY x) 
— 0 CRA, yx). 


= 38 。 


雪 条 件 (4) 推 由 的 于 述 竺 论 知 , 只 须 证 下 列 三 个 事实 : 
《1y YVES 3 EY 及 20 使 得 wy， volo). | 
于 了 关 均 衡 集 ,了 到 6=17= 了 好 可 . 
(2) YP EU 36> 0, 使 得 lq 二 5 时 有 axET. 事实 上 ,由 
于 玉 是 吸收 集 ,因此 存在 入 ' 半 和， 使 得 xEAPF、 念 和 =1727 则 当 
| 所 6 时 ,由 |a4 咎 = |al/6 志 1, 所 以 ah) = (aN YYVCTF, 从 而 
axrEV a), 
(3) YFE2 和 YDER, 3,E,, 得 4V ,CF， 事实 上 ， 
由 数 乘 连续 和 性 的 开始 所 证 知 此 绪论 成立 . 
综 上 所 述 , 即 得 py-AxzEF+7+FCF， 
票 设 2o 是 拓扑 线性 空间 革 内 零点 的 邻 域 基 , 则 民 为 了 空 


癌 的 充 要 条 件 是 ， 人 Y=1{9}， 


证 ， 必 要 性 ， 由 邻 域 性 质 , 0 EV《YV E84). 另 一 方面 , 若 = 
所 0，, 则 必 有 玉生 Yo 使 得 zxE7, 于 是 xE 站, 所 以 等 式 成 立 . 


完 分 性 。 洛 等 式 成 立 , 而 且 * 夺 了 则 3VE2,, 使 得 X* 一 yy 全 
V。 由 定 弄 1.4 知 必 有 均衡 邻 域 口 , 使 得 Ut+UCV, 则 x +U 与 3 
+ 为 * ，》 的 不 相交 邻 城 ， 事实 上 ,车 

Ex NTU 

则 ，  ” xz-》y=(z 一 -DEU- U = = + cc 
所 山居 是 工人 至 间 。 中 

注 ， 定理 中 休 件 * + 避 为 * 的 邻 城 必须 存在 . 例如 在 复 平 面 
C 上 定义 拓扑 ， 开 集 族 为 以 原点 为 中 心 的 一 切 开 的 同心 加 , 则 鳅 
性 空间 满足 条 件 (1) 一 《4) ,但 不 满足 名 法 连续 手 、 媚 实 上 , 任 取 数 
P 志 全 ; 由 +《~p)= 0 ,于 是 取 任 一 半径 小 于 几 的 开 贺 U0, 就 找 
不 到 上 与 《一 了 的 邻 域 (包含 与 (一 的 同心 开 圆 ), 使 它们 的 和 
含 于 0 内， 


“39 。 


定理 1.5 若 X 为 沽 站 线 挫 空 辣 , 而且 注 是 分离 公理 ;内 
站 必 为 Ts 空间 . - 

证 ， 分 三 步 . (1) 任 取 零 元 索 的 开 邻 城 组 gs 则 YUEY Gy 必 
有 YEW os 使 得 玉 和 7， 事实 上 , 由 定理 1,4 之 条 件 (4) 知 YUE 
Ys VE Yo 使 得 了 F +FS 世 而 册 定 义 知 

yY*EF> WNTSEG, 
这 里 下 取 多 的 所 有 元 素 ， 于 是 
*EPEPrETVT-W) (YWES,) 
or€ (| VT-W)= F+W) 
CF ttVCU. 

所 以 pv. 

C2) XX 满足 了 ,分离 公 理 ， 素 实 上 , 任 取 *, ?七 X， 而 县 ws 
? ,出 To 分离 公理 ,存在 开 的 VE 0 使 得 y 一 x*EV， 于 是 yy 全 zx 十 
VV 令 G=y- 了 了 , 则 上 G 为 包含 点 7 了 的 开 集 . 由 VV 的 取 法 知 * EG， 
否则 必 有 ?Ex +F。 矛 拓 、 由 x* ，Y 的 对 称 性 即 得 基 满 足 了 ,分离 
从 理 ， | 

{3》 久 为 工 空间 .事实 上 ， 任 取 闭 集 户 c 呈 和 * CX\F, 由 
F 的 余 集 Fr 必 汶 * 的 一 个 邻 域 . 令 Fr=x UCUE 2,). 的 
存在 开 邻 域 了 E 多 os 使 得 x+PCPpe 于 是 由 定理 4.3 的 (1) 得 
CBEe, 而 且 @ 人 x+T 为 开 集 . 再 令 @Gs= tx + VF))*， 则 
有 王 C 而 且 GInGs= 丰 用 了 于 ECG 所 以 > 和 和 站 被 邻 域 Cl 与 
:分离 ， 再 由 (2 人知 基 为 工 室 间 , 因 此 和 为 了 空间， 上 

内 《1 的 证 有 明知; 

系 1 VACX,A= 门 (4+T)， 


FE 


系 2 设 基 为 拓扑 线性 室 间 ， 则 二 必 有 由 《 吸 蓉 的 ) 癌 的 均 和 
集 所 组 成 的 邻 域 基 . 


* 


证 ， 册 定理 1.5 的 证 (1) 短 ,YEYoy UE 使 得 了 后， 
取 { 如 } 即 可 虽 

由 于 其 了 型 拓扑 的 拓扑 线 性 空间 在 实用 中 的 重要 性 ,我 们 再 
给 出 它 的 两 个 充 本 条件 . 

定理 1.6 为 使 数 域 K 上 的 线性 宏 间 区 是 具 T; 型 扩 扩 的 拓 
扑 线性 空间 ,必须 而 且 只 须 筷 中 有 一 组 子 集 多 满足 下 列 人 条 件 ; 

(1) YVESB,0 EV, 

(2) 若 吕 ,VE 多 , 则 窒 往 开 E 多 ,使 得 WCOUNY; 

(3) 车 x 二 0, 则 存在 YE. 多 ,使 得 xEV， 

C4 YFE B,JWE 轨 ,使 得 W+WCOVY; 

C5) YTVE 多, YXEV, 存 在 UE 贸 使 得 X*+UCYV; 

6 YTE 和 ,4 夺 0 ,存在 VUE. 多 ,使 得 24UCTY; 

(7) YYVE 多 和 任意 xEX, 存 在 正 数 8, 使 得 当 | 和 es 时 ,有 
AXEV; 

(83 FE 多 , 存 让 正 数 a, 使 得 | 州 志 2 时 ， Vey. 

这 时 美的 拓扑 取 {z+D 1 VUE 疙 }{x 人 XX) 作 点 + 的 邻 域 基 ， 

证 ， 必 要 人 性. 

设 式 是 上 其 T, 型 拓扑 的 拓扑 线性 空间 , 令 . 多 表示 等 元 素 的 开 
邻 域 基 , 则 有 

(1》 Y¥YVEZ, 由 钟 域 性 质 知 0 EV， 

(2) YU,VE 儿 , 出 邻 域 性 质 知 0NY 是 0 的 邻 域 . 出 令 域 
基 定 义 , 必 有 研 E 多 ,使 得 WCUNY. 

(3) 落 x* 冯 0 ,由 于 XX 是 7s 型 的 ,从 而 为 To 型 的 , 所 以 存在 
等 点 的 都 域 丈 , 使 得 *E 和 .又 由 于 史 是 零点 的 邻 城 基 ， 所 以 有 
VE. 浊 , 使 得 FC 从 而 *EV. 

C4) YFE 呈 由 0+0= 0 和 加 法 连续 性 知 ,: 了 DiE FU,E 
多 , 使 得 Ui+ UsCV 令 Us=U,NU,, 则 Us 是 零点 的 邻 域 , 于 是 
存在 伍 E 多, 使 得 玉 二 U,s, 而 及 


" 41 : 


公开 和 DPIH+DUCPF 
《5》 YYVE 和 YXEV, 由 于 + 是 六 的 内 点 ,于 是 F 也 是 x 的 
邻 域 ,但 * +0= #, 币 且 加 法 映射 *+ 忆 * + ?在 》= 0 连续 , 所 以 
存在 零点 的 邻 域 01, 使 得 x UCTY. 由 邻 域 基 定 义 , 存 在 VUE 光 ， 
使 得 UCU,, 序 访 x4+UCx+tUCYV, 


(68) YVE 轨 和 % 夺 0， 由 于 数 科 是 同 胚 ,六 也 是 等 点 的 他 
域 ,于 是 罕 在 UE 多 ,使 得 Vc, 即 UcV. 


(7) YxEX, 因 为 4x 在 * = 0 连续 ,于 是 YYVE 甸 和 > 0， 
司 得 | 和 <<8 时 hx EV., 

(8) VYFE. 寺 ,由 定理 1.4， 可 用 鸭 衡 邻 域 代 起 六， 仍 用 下 霄 
示 , 于 是 由 均衡 邻 域 的 定义 , 取 2=1; 则 有 | 刘 <8 时 入 CCV. 

充分 性 . 

设 瑟 的 子 集 组 满足 条 件 (1) 一 (8). 令 

Bz) = {FV | #EXRVE.D}. 

首先 , 仿 定 理 1,4 充分 性 的 证 明知 . 零 Cx)? 使 于 成 为 拓扑 空间 . 
下 面 证 明 多 (x) 确定 了 型 拓扑 . 车 * 专 7, 轴 由 茶 件 (3), 3UE.@， 
使 得 *~yEU, 于 是 由 条 件 (4), 43VE 儿 ,使 得 V4+YVYCU， 不 妨 取 
汶 均 衡 的 , 于 是 zx 的 邻 域 x + 下 与 3 了 的 邻 域 ”+ VV 不 和 相交 ， 事 
实 上 ,车 szE {x+ 人 NN (y+ , 则 

x—y={ts—y)— seEV-V=V+Vo, 

了 予 盾 . 于 是 站 满足 Ts 分 离 公理 ， 由 于 括 扑 线性 空间 上 内 的 拓扑 由 
零点 的 邻 域 组 唯一 确定 , 因此 我 们 芯 定 , 空间 状 内 由 多 所 决定 的 
拓 盾 是 唯一 的 ， 

其 次 证 明 加 法 的 连续 性. 事实 上 , 任 取 FE 多 tx+y), 必 有 UU 
EE 多 ,使 得 =*+yt+U， 由 条 件 (4), 帮 在 到 E 多 ,使 得 邢 + 人 入世 
UV ,于 是 


9 


ty 十 证 ) ty +tW C+ryrU=Y. . 
即 点 的 邻 域 x + 印 与 7 点 的 邻 域 》+ 斑 的 和 包含 于 VV. 

青 其 次 证 明 数 乘 的 连续 性 ，、 若 y= 和 xos 则 对 于 每 一 个 VE€ 
过 ( 拉 ,上 必 有 8 六 0 与 Us,E€. 客 (x0), 使 得 一 和 |< 时 , AUw, 守 iy. 
设 六 =y+F(FE 有 )， 分 两 种 情形 来 证 ， 

CD os 0 , 则 重复 和 用 条 件 (47, 有 了 瑟 生 鹤 , 使 得 酌 直 开 + 殉 
CV. 短 由 条 件 (6) 知 存在 瑟 / 扣 儿 , 使 加 璇 /CF 然后 由 条 件 (7) 
知 存在 8&1 记 > 0 ,使 得 | 站 < 之 e, 时 有 5x,E 玉 .再 由 条 件 (8), 有 8: 放 


0 ,使 得 ] 引 二 | 和 | 时 , 字 瑟 CW. 取 “=min{fely zy， 则 尖 15I<e 


时 , 有 x6EW， 有 |< 时 有 SWaW, 于 是 邻 域 Us,Axo+WW， 


及 3 即 鸭 所 求 。 事 实 上 ,车 | 和 一 知 | 过 8, 令 和 = 知 二 5 则 如 二 sa， 举 
XE 二 +, 令 = 二 矿 , 则 玉 C 玉 ,办 焉 
Ax= (Mt Or TW = hr tN tir, tt, 


但 是 y= hxoy 而 和 WChWCW,6xEW, 和 SW = ShW cS 
b 站 入 和 
. [1 [rt 


己 玉 ,所 以 当 |% 一 和 |<<s 及 *EUVs, 时 有 
AxEyW+iW+WCY 4+V=V,. 
(ii 和 = 0， 则 问题 转化 为 YE 罗 , es>> 0 和 UUs,=*0+U， 
使 得 |5]<e,yEUs, 时 ,6yYEV， 由 条 件 (4), 3UE 多 , 使 得 U + DC 
7 , 仿 (人 出 条 件 (77 和 (8) 知 习 e>0 ,使 得 | 由 < 时 , 6x6EUV，, 而 和 且 
6 CD 于 是 当 | 引 <e 而 且 yEUs, 时 有 
ty = 0zo 二 Gy 一 AoEUV+ETCEI+ECF。 日 
往 ， 条 件 (1 一 (人 8)》 并 不 是 独立 的 , 和 而且 能 简化 为 较 少 的 几 个 
条 件 ， 然而 总 存在 着 满足 条 件 (1) 一 8) 的 零点 的 邻 城 组 ,条件 
《1 一 (7) 对 于 一 切 等 点 邻 域 基 成 立 , 而 条 件 (8) 允 均衡 的 等 点 邻 城 
基 成 立 . 


9 是 呈 


定理 1.7 为 使 数 域 发 上 的 线性 空间 区 是 Ts 型 的 拓扑 线性 
空间 ,必须 而 且 只 须 区 内 有 一 组 子 集 多 = {如 } 满 足下 列 条 件 ; 


Qa) fvV={0); 


[27 UPFES,— 字 jE 使 得 W CUNY, 

(3) UE 一 > 3VE ,使 得 V+VCUs 

CA UE 一 (3VE ,使 得 lal 所 1 (oaE KY)—>aT CU); 

(5) YXEX, YUEYOT—> IocEK, 使 得 x EaU. 

这 时 ,下 的 拓扑 由 取 { + 了 | UE 多 oj} 作为 点 * 的 令 域 茜 确定 ， 

证 明 留 作 练 可， 

例 1.4 室 间 天 (如 ). 设 日 表示 一 维 欧 几 里 德 空间 RR! 内 的 紧 
集 , (如 ) 宪 示 及 : 上 一 切 无 限 次 可 微 且 在 只 外 等 于 0 的 复 值 函数 
全 体 , 线性 运算 由 函数 的 通常 运算 给 出 ,零点 的 邻 域 依 下 列 规则 定 
义 : 给 定数 a> 0 和 自然 数 澡 , 令 

Vim,e) = {x | YiER | A) eo 0,1,2,., 7}, 
则 定理 1.7 的 条 忻 满足 ,于 是 长 ( 怠 ) 是 拓扑 线性 室 间 , 其 中 收 伍 性 
相应 于 {xa(?)} 及 其 一 切 阶 导 消 数 的 一 致 收 傅 性. 

例 1.5 空间 ZKc). 设 G 是 复 平面 上 的 区 域 , ZG) 表示 在 G 
内 定义 且 解 析 的 一 切 复 值 酒 数 全 体 ， 线 性 运算 由 函数 和 的 通常 方式 
给 出 ;零点 邻 域 册 下列 规 则 定义 ， 给 定数 8 半 和 闭 集 王 G, 令 

Vis, PF)= {xcr) | max | x{r) | <e}, 

则 定理 1.6 的 条 件 满 足 , 序 列 {xa(#)]} 在 所 定义 丘 丰 内 的 收 钙 性 为 
内 闭 一 致 收 化 性 { 即 让 GG 内 的 每 个 闭 子 集 上 一 致 收 仑 ). 

例 1.6 窗 间 天 (或 多 ). 设 C; 表示 定义 在 实 # 维 爽 几 里 德 空 
闻 及 * 上 上 的 一 切 在 某 一 个 ( 依 藉 于 函数 的 ) 紧 集 外 等 于 0 的 无 限 次 
可 微 的 复 值 函数 全 仁 ， 线性 运算 由 臣 数 的 通常 方式 给 出 , 则 Cs 组 
成 线 柱 空间 ， 记 如 ={ 昌 1} 这 里 人 B= 人, 人 =x | | | 雪 
1 是 单 话 增 加 趋 于 co 

让 丰 间 


的 非 俩 蓝 数 序列 ! 记 {e}y = {eoyrelygay，… 上 ， By 是 单调 减少 赵 于 零 的 
实数 序列 。 令 

VOm}, {8}) = {Pp | peEC?, 而 且 当 lolAor TT ony 

* 毛 各; 时 ， Dp) (esi 0,1, 2 ,""}. 

取 一 切 VCAw},， {8 上 ) 的 全 体 作为 Cs 的 邻 域 基 ， 则 G3 成 为 拓扑 线 
性 室 间 , 记 为 KK 或 多. 

4. 有 界 集 

定义 1.4 设 有 政 是 拓 盾 线性 室 间 ,有 4 己 下 .者 对 于 一 切 零 太仓 
域 了 ,了 4E 天 ,使 得 4 已 证 , 刚 称 4 为 有 界 集 . 
注 1， 显然 ,为 了 验证 集 4 有 界 , 只 用 考虑 基 个 等 点 邻 域 基 闭 
可 . 
，.， 注 2， 此 定义 与 度量 空间 内 有 界 集 的 定义 不 同 . 

有 界 泥 有 了 册 干 性质， 
- “定理 1.8 在 拓扑 绕 性 空间 和 中 ， 

~ {19 有 限 多 个 有 界 集 的 和 与 并 仍 为 有 界 集 

(2) 洲 4 有 和 半 , 则 YaEE， 44 有 蹇 ， 
“”.. (3) 有限 集 是 有 界 集 : 

(4》 有 界 集 的 子 集 仍 为 有 界 集 ; 

(5) 有 界 集 的 闭 包 仍 为 有 界 集 3 

(6》 政 合 序列 必 有 界 ， 

证 明 留 作 练 习 . 

… 定理 1.9 拓扑 线性 空间 关 的 子 集 4 为 有 界 集 的 充 村 条 件 
是 ， 对 于 一 切 施 列 {xn} 己 过 及 实数 序列 Ln)， 车 4 一 一 0， 四 nn 
-一 人) | 

证 ， 必 要 性 ， 设 {x*s 和 {%} 如 定理 , 任 取 零点 的 均衡 邻 域 了 ， 
存在 % 0, 使 4ChM8Y 特别 ,swEAPF (n=1,2,…)、 取 # 充分 大 ， 
使 得 jo 所 17%, 则 Anxn ENAaAV CV Anra———>0tn—o0), 

充分 性 ， 用 反 证 法 . 落 4 非 有 办, 则 存在 零点 的 邻 域 了 ,使 得 


s db * 


对 于 任意 让 2 站， 集 AVF 天 他， 依次 取 14=1， 2 es 到 每 Xn 它 
A\nV in 二 1,9,.…) ,于 是 tn 另 一 方面 ,二 EV, § Aartn——>0 


了 矛盾. 昌 

5. 完 备 性 

设 瑟 是 拓扑 空间 ，{fwoyos4 是 区 内 的 一 个 网 ; 而 且 *EX， 车 
对 于 xy 的 一 切 邻 域 V: Ez, 存在 qv EA, 使 得 ao 时 *, EVs， 
则 称 {xs} 收 化 于 x*, 记 为 *0 一 ->x(4) 或 lim xo=%, 称 x* 为 xo 的 极 
限 ， 显 然 有 | 

rao—>Xt A OA), 

设 和 是 拓扑 线 往 空间 , 1xo}oen 是 革 内 的 网 者 YW E2， 
joe A, 使 得 GE 而 且 和 守 00 Go 之 Bo 有 Yo -Ya,EV, 则 
称 {xa}aea 为 柯 西 网 ， 

设 于 是 拓扑 线性 空间 . 若 天 内 的 任意 柯 西 网 都 收 人 敏 , 风 称 芭 
为 完备 空间 . 涯 只 研究 有 页 两 , 由 称 夸 为 氢 完 备 空间 . 侣 只 考虑 
序 光 , 则 称 天 为 序列 完备 空间 ， 

定理 1.10 其 有 可 数 零 点 邻 域 基 的 、 序 列 完备 的 拓扑 线 性 空 
向 芒 必 为 完备 的 . 《 即 三 种 完备 性 等 价 》 

证 ， 设 {xojoea 是 五 内 的 柯 西 网 , 用 {F (= 1 2 表示 可 
数 的 零点 邻 域 其 ， 对 于 每 一 个 nn EN， 存在 有 序 对 (06. ,0%) E A， 
使 得 oa' 守 o, 而 年 0 守 05 时 有 Xor 一 Xor EVs， 令 gnEA4 而 且 满 足 
条 件 qr 宇 G: 及 G4 主 ,可 内 认为 所 人 守 和 Gn 必 :考虑 序 
列 {xow}, 它 显然 也 是 柯 西 序列 ,出 条 件 知 存 在 x 及 ,使 得 xa 一 > 
+*， 我 们 来 证 明 +o 一 ->*(A)， 任 取 邻 域 Y。 Eo, 则 存在 邻 域 六 
使 得 V+ViCV。, 于 是 必 有 指标 n> 使 得 x 一 x EV 

另 一 方面 , 由 于 zo 一 XV (0 庆 Qn9* 宕 05), 于 是 对 于 
drn 肝 有 Yo 一 *o, EVr, BFR 

re— Xo (xo Ke) + (ras — xX) ET CHU 
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可 以 仿 度 量 空间 的 完备 化 ， 证 明 任意 Ts 型 拓扑 线性 空间 都 
育 完备 化 空间 ,这 里 从 格 、 


$2 局 部 凸 拓扑 线性 空间 


在 折 拉 线性 空间 理论 中 有 许多 方向 可 以 推广 ， 然 而 对 于 许多 
理论 来 说 .局 部 凸 折 共 线性 空间 有 着 二 一 般 招 扑 线 性 空间 让 富 得 
多 的 成 果 ， 在 局 部 凸 措 扑 线性 空间 中 存在 着 足够 多 的 连续 线性 
花 函 ,而 广义 庄 数 论 中 遇 到 的 空间 几乎 都 是 局 部 凸 的 . 

我 们 先 介 绍 半 范 数 与 闪 可 夫 斯 基 (Muakoncrn 贡 ) 泛 画 概念 ， 

1. 半 范 数 与 阅 可 失 斯 基 泛 函 

定义 2.1 设 多 是 数 域 玉 上 的 线性 空间 ,zp 是 定义 在 刁 工 的 实 
函数 ,满足 下 列 条 性 ， 

(1) pix yp) PAY {X,YEK) 

(2) ploax) =|alp(x), (xEX,aEK) 

则 称 p 为 半 簿 数 . 
”显然 , 范 数 是 半 范 数 的 常见 的 例子 . 

催 了 是 了 上 的 兴 范 数组 ， 若 对 于 每 一 个 * 关 0, 必 有 ppEP, 使 
得 pz) 壮 0, 则 称 了 是 分 离 的 . 

定义 2.2 设 吸 收集 A 己 外 ; 令 

Hatr) =inf{h | M0 rENAA, x EX), 
则 由 于 4 是 吸收 的 ,于 是 4 包含 零 上 操 ,而 且 0 所 jt*) 之 co, 称 它 为 
4 的 头 可 夫 斯 其 泛 范 . 

定理 2.1 设 ? 是 线性 空间 了 上 的 半 范 数 ,出 

(1) pe0) = 0 

(2) Ip(x) ~ pO Ep ys 

(3) p(X) 0 

《4) 集 {x ] p(x) =0} 是 区 的 学 空间 


dF 。 


(5) 集 BA{x | ez<1} 是 绝对 后、 吸收 的 ,而且 p= 产 az， 

证 ，(1) 由 pCax) =|alp(x), 令 a=0 基 可 . 

{2) 由 于 pix) = pr- ty EP + pty) 

和 PY = py — + EIAEpY x) + Px), 
于 是 Pix) pty EPEX — 7), 
又 由 定义 2, 之 {2)) 令 og= 一 1 人 知 p(x 一 了 =p(ly 一 *) 即 得 ，: 
C3) 由 (上 27 立 得 ， 
《47 若 p(x) = =054 及 所 天 ,由 (37 得 
oplaxt+ By <talp(r) +|BIp(y) =0, 
于 是 
piax+ By) =0, 

5) 证 *,yEB,a,s EK,T 县 | + (8| 志 1, 则 

pilax+pBy) lr ptr) + Bpty) < lal + Piel, 
所 以 BB 绝 对 辐 ， 及 YY* 是, 令 5 汪 人 而且 满足 (9 二 116, 则 
ptAx) A 于 是 | 刘 筷 时 az slA6 拓 1, 即 | 剂 委 不时 ,hz 
有 ,页 如 是 吸收 集 . 下 这 证 p= js. 

首先 ， 因为 8 是 吸收 的 ; 所 以 0 志 jat%) 之 20。 了 又 任 取 EE 汉 

和 任意 的 > 以 ) 茹 有 

Px/s) = pr)/s1l, 
于 是 x/sEB， 从 而 #* EsB, 玻 ja(x) 才 ?， 令 =p(x) +a(e 守 0), 则 
Hr) p(t} + e， 令 e 一 一 0 , 即 得 pa(*) 寺 p(X). 

男 一 方 画 , 若 0<t< 之 pC2)， 则 p(x/ 了 ) 守 1 于 是 2/1EB, 从 而 
waa ,R= p(x} ele >O0) ,NM nstx) p(x) 一 e， 令 3- 一 >0 ， 
租 ja(7) 宇 p(X) ,因此 等 武 成立。 日 

系 医 上 是 半 藻 烙 , 而 且 * 关 0 时 p(x) 友 0, 出 是 范 数 . 

证 ， 由 定理 2.1 的 (1) 和 (3) 以 及 半 范 数 定义 知 P(X) = 0 一 > 
# 二 人 0. 《否则 x 到 9 时 有 2tx) 才 0, 子 厦 ). 吕 

定理 2.? 设 4 是 线性 空间 XX 内 的 四 豚 收集 , 则 
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(1) wat ty) ENA) + 4 人) 
(C2) FAIN) 二 了 (> 00)s 
(3) 车 4A 是 均衡 集 , 则 zu 是 半 范 数 ， 
(4) 车 BA{x | pal(#) <1}s 
CA | patx) 1}, 
MM BCACC, WH js= fa= fe. 
注 ， 满 足 民 ) 和 (2) 的 沁 闭 ， 即 满足 条 件 
Katox +t {1 一 在) onte) 十 《] -a gaty) 
的 记 贡 也 称 为 凸 证 函 . 
证 《1 田 下 确 界定 以 ,YYxzyyEA 和 站 >0， 习 ?天 人大 ,使 
得 xx 和 .4yEUd, 而 且 
天 让 二 WA EH yt, 
于 是 */4EA, 而 且 F/REA， 由 及 的 则 性 知 
人 十 》 大 EE A 


LE Eh 
久 二 二 + 由 册 十 此 x 


所 以 HA TI EN pA) + paly) + 28. 
令 8 一 -> 的 即 可 . 
C2) HagzY) =infls>0 | 1x EsA} 


- 三 可 
-int 人 | :>0,xE EA}=tn4l®). (>0), 
(3》 和 车 4 是 均衡 集 , 则 由 于 
AAWE RA 


fA 
<—>x e A 4)= 高 4 C40) 


<>| zeEnd 《可 取 0) 
(因为 le|=1 时 adc4 生 二 4 己 4, 所 以 a4=4)， 因此 
: nachr) = inf{fng 0 | AxE nd)} 


es 9 


= Jinf| & 至 | n>0,x* EH A) 


| 及 | 网 
一 护 | AL 。 
(4) 令 Halx)= {1>0 | x*E14), 则 x EB 时 ,jx(x) < 之 1, 于 是 
1 EHa(l?), 旋 xEA, 从 而 pal*) 记 1， 于 有 是; B 己 A CC, 由 此 推出 
Hp(x CHatx) CHo(r) (CY rEX), Mi 
Ho(X) SHA) HX), 
为 了 证 明 等 式 成 立 , 假定 je (x) < <5 则 xcEC 一 > 
Pa 于 是 ja(X) se 
PaCzAED SA2<c1y 
PR /i EB, 从 而 Askxft 1, Bh pa(#) Sr, 令 1= jo(x) 十 Be 
> 四), 则 当 es 一 >0+ 时 
Mal) ENA ox) 
所 以 等 式 成 立 . 
2. 局 部 书 拓 扑 线 性 空间 概 含 
定义 2.3 设 且 是 拓 扩 线性 定 间 . 堵 在 天 中 存在 目的 零点 的 
邻 域 基 , 则 称 XX 为 局 部 是 拓扑 线性 空间 , 简称 局 部 凸 空间 , 记 为 
LGCS{Locally conver spacey, 
由 定义 2.3, 定 理 1.2 及 定理 1.5 的 系 知 : 
定理 2.3 拓 扩 线性 空间 XX 为 局 部 凸 的 充 要 条 件 是 ， 和 有 绝 
对 廿 的 ,吸收 的 等 的 邻 域 基 ， 
例 2.1 空间 Lr0O0,1) (0 过 p< 之 ) 不 是 局 部 凸 的 ， 
证 ， 只 用 证 明 此 空间 具有 一 个 邻 域 不 包含 凸 邻 域 即 可 , 为 此 ， 
取 单 位 球 
BO) = {x | |ixll<1}, 
则 中 (0 不 能 包含 等 的 任何 旧 邻 城 ， 事 实 上 , 设 CO0) 为 零 的 
一 个 凸 廓 域 ， 则 由 定 至 1.5 知 存在 bo>0， 使 得 B,(0) CWo. 今 将 
区 间 [0,1] 分 为 # 等 份 ,而 且 定 义 函 数 


" 全 * 


0， 其 它 
由 于 | Bess ld 


二 6 | sf 0d 
LH 


正 ， 芋 
一 本 | ndr = 60, 


Ce- 1/is 


因 中 7 xpEEB C0) CV(lEEB), 从 而 ,由 TV, 的 凸 性 得 


n= bp ta) EV CBO). 
hml 


为 一 方面 ， 出 于 


0 [1 
||xn ls = | |#agzy [Pd 一 中 za dr 


BD -ra 
2 3 [xe eds] 
= 60n1?y 
因此 , 当 # 足 够 大 时 ,有 x 中 , 守 1; 从 而 x*n EB.C(0)， 牙刷 ， 0 
例 2.2 室 间 部 (0<p<1) 也 不 是 局 部 凸 空间 ， 
证 明 与 例 2.1 相仿 .只 狐 设 


1 pli? Bl? Bal? 
此 二 之 /三 {eu?6t) = ( ,2 00) 


他 半 
由 = 


其 中 =) 为 克 妆 涅 克 ( 玉 ronecger) 符 号 

注 ， 值 得 注意 的 是 空间 上 ?00 之 p< 之 1) 上 不 存在 非 零 连续 线性 
记 通 ,而 空间 Pt 人 0<b<1) 的 其 综 窄 间 是 空间 六. 

定理 2.4 变 在 线性 空 蕊 间 中 给 出 吸收 的 绝对 西 集 组 &Y。。， 记 


* bl * 


自 . 
多 为 下 讲 形 式 的 集 组 ，e 站 Vi{2 关 0, 所 E20s# EEN) 则 集 组 多 


满足 定理 1.4 的 所 有 条 上 任 ,而 且 使 多 成为 凯 部 症 空 间 , 以 多 为 其 零 
点 分 域 基 . 
证 ， 和 集 组 多 满足 定理 14 的 条 人 姓 ( 切 一 (3) 是 显然 的 ,对 于 任 一 


凸 集 E, 有 E+ SE=E, 于 是 (4) 也 成 立 ， 固 此 义 是 拓扑 线 性 


空间 ， 而 和 集 a 们 矿 是 绝对 凸 的 ,所 以 邯 是 局 部 凸 窗 忆 .日 


系 洪 集 组 2 满 呈 对 任意 的 x* 产 0; 存在 了 E 才 和 ?全 0， 
使 得 x 蕊 入, 则 由 理 定 1.4 的 系 知 , 芝 是 Ts 型 局 部 凸 空间 . 
定理 2.5 拓 扩 线 注 空间 半 是 局 部 凸 空间 的 充 疲 条 和 件 是 ，X 
的 拓 扩 可 由 一 姐 述 续 半 范 数 {ps}ses 确定 . 
证 : 充分 和 三 。 设 六 范 数 组 {p,。 《x)},en 决定 瑟 的 拓扑 了 念 邻 
域 组 
U,,, ={x* | ptx)y<e}y 


则 由 定理 2.1 知 0,,， 是 绝对 凹 和 的 ,而 且 p= vs, ， 所以 革 汶 局 
部 凸 空间 . 

必要 性 ， 设 蕊 是 局 部 是 空间, 则 由 定理 15 的 系 2 本 和牛 基 有 
等 元 素 的 绝对 凸 的 吸收 邻 域 基 &。， 任 取 VE 2,, 取 它 的 浆 可 夫 斯 
基 这 上 苑 

Kort) = 1nf{h | A>0,7x EAU}, 
由 由 定理 2.1 和 定理 2.2 知 ju (*} 泡 连续 的 半 范 数 ， 阶 县 莽 内 感 * 
的 分 域 组 
LAE 2 

确定 的 其 的 拓 扩 7 与 原来 的 括 插 7; 等 价 。 事实 上 ,由 定理 2,1 可 
知 每 一 个 半 范 数 痢 在 7， 意义 下 连续 ,于 是 等 一 个 集 V5,， 帮 Ti 内 . 


本 G2 +* 


图 此 Ti 和 反之 ,车 和 GE 多 省 县 p= kv 
U={x | jut) <1) = Von. 
于 是 UETs 从 而 rs 二 fl. [0 

注 1 由 定理 2.4 的 系 知 7 拓扑 线性 空间 为 局 部 凸 室 间 的 充 
要 条 件 是 ， 芒 的 拓扑 由 一 组 分 离 的 巡 续 半 汇 数 磺 定 . 

注 2， 与 局 部 各 空间 省 关 和 网 许多 概念 用 半 范 数 来 表示 时 呈 有 
简单 和 直观 的 窟 义 ， 设 {ps} eer 是 确定 局 部 号 空 所 拓扑 的 一 组 半 
范 数 ,从 定理 2.5 可 推出 下 列 结 论 ， 

系 1] 设 {za}oea 是 局 部 世 空 稳 区 中 和 的 网 ,x*E€ 半 ,加 

7o 一 ->X( ES EEL 有 Pelre — t}-— >00A). 

聚 2 .上 集 ECX 有 异 二 VY4E1, 数 乐 {p(x)| *EE} 有 界 . 

3., 可 度量 化 与 可 峰 范 化 

设 (X ,9) 是 站 镍 空 凶 .车 存 在 六 上 的 距离 p 与 拓扑 六 等 
价 ; 姓 称 它 为 可 府 量 化 空间 ， 显然 ,区 条 容 明 化 的 必 里 困 件 是 半 是 
有 可 列 邻 城 基 的 拓扑 线性 空间 ， 对 于 空间 它 也 是 充分 的 , 轰 下 

列 定理 成 立 : 

和 客 理 ?2.6 着色 是 具有 可 列 邻 起 革 的 T, 型 哲 扑 线性 挛 何 , 则 
存在 世上 的 距离 p; 使 得 

《1) 记 筒 天 的 拓扑 9 等 从 

(2》 中 心 相 零点 的 开 球 是 均衡 的 ， 

(3) p 是 平移 不 变 的 ， 即 

prtey +e) =x) YC 

又 ， 再 加 上 天 是 局 部 请 室 间 时 ， 则 可 选择 p 满足 人 条件 (1) ~ 
《3), 而且 满足 案件 

(4) 一 切 开 球 都 是 目的 . 

证 ， 出 定理 1.5 的 系 2 和 定义 2.1 晴天 内 育 零 点 的 均衡 邻 城 
涉 {Vs} ,使 得 . 

Vnitr TV. (#=1,2,.:) (2.,1) 
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当 束 是 局 部 上 空间 有 时， 可 选取 这 个 分 城 基 , 使 得 每 一 个 了。 也 是 型 
的 ， 
谈 呈 是 二 进 有 理 数 * 的 集 , 即 
r= pe 《2. 2) 


m=l 


这 里 数字 c,(r) 是 0 或 1 ,而 互 中 仅 有 有 限 多 项 是 1 。 我们 定义 
Am = {te 和 rED 0Sr<l 
Xs Pr 2 
邻 - fry =inf{fr{ xEAOYY (CxEXY, 
DIXsy)= tr-7) (x,yEA), 
则 训 子 为 所 求 度 置 (距离 )， 为 了 证 吉 定 理 , 先 证 明 下 列 包 念 关 
系 ， 
A(rY + ACYCTCACG+)Y (rseD). 2.3) 
用 归纳 法 证 明 ， 设 命题 Dx， 车 r+ 之 1!， 而 其 (7) = ca (5) 
= 0(V n>N), 则 
A + ACHIC A + 51), 
( 当 r +5Z3P14dGrTi) = 天, 包含 关系 显然 成 立 ， 因 此 只 用 考虑 *+s 
<]1 的 情形 ). 
由 直接 计算 知 DD| 成 这， 沁 实 上 ,因为 5007)} = 00 = 63(7) = 
oad?) = 二 ,于 是 


而 且 A407) = oP,A(4) = 于 是 
AlrY + ACS) = 60.(r)V, +eAOW,. 
从 而 当 ecigry cat =0 时 ， 
A AC = {OTCAC +s). 
着 ciftry=1cg) =0 或 cr =0c10 =1, 则 


+ 


LTz) 寺 .LE 一下 = 二 (4) = Atr+i+s). 


洪 elfr) =51(05) = 1, 则 >+y= 1 这 不 可 能 ,于 是 疙 ; 成 立 ， 
设 Ds_i!: 成 立 (N>1), 取 r+, rED, 使 r+f< 之 1, 而 且 # 沁 入 时 
centr) = Ent?) 二 0, 由 下 式 定义 7 与: 
ror entr)2 Ys f=4" +Cw(s)2 9 
则 有 ACr) = ACr) + ew (trV wy 
ACs) = A + ew Vs, 
用 Dx i 绪 有 人 有 GCCAtrr +57 ,于 是 
A HAITAG TECN + eNOF, 
CA ri) FVw+tVy 
CCAir te) Ft Vy 
= A ti) tA/ 1!) 
Cr ss +1/2N = ACr +s). 
于 是 对 于 一 切 自然 数 育 ,Ds 成 立 ， 
我 们 更 在 证 明定 理 本 身 . 
(1) p(x*,y) 满 足 距离 公理 .只 证 三 角形 不 等 式 ， 因 为 对 于 一 
雪 总 有 0E4(N。 故 姑 当 < 时 
A CA FAG rAd). 
于 是 集 族 {Atr)} 由 集 的 包含 关系 * 呈 ”组 成 全 序 集 。 车 能 证 明 
fx ty Fr) +H) (YX,yEXY, {2.4) 
pzy?) 即 适合 三 角形 不 等 式 ， 为 此 不 妨 假 定 (3. 人 4) 式 右边 小 于 1 . 
给 定 a 0, 旭 存在 r,sED, 使 得 x) <rf3)<r 而 且 r+z<fz) 
+jyY) Ee，。 于 是 x 忆 EAC), yd ， 币 且 由 (2.3) 式 得 *+yE 
< 人 gr 从 而 
fix ty rr rr + f(y) + 8, 
因 8 企 意 , 故 避 .4) 式 成 空 ， 
(2) 因为 中 心 在 零点 的 开 球 是 开 集 ,而 


” Bb * 


Bf0)Sfr EO = | 14r)， 


荐 56<2-", 则 Ba(0) CVss 所 以 {Bs(0)} 是 区 内 0 点 的 邻 域 基 ， 又 
因为 每 一 个 4(r) 都 是 均衡 的 ,所 以 每 一 个 Bs(0) 亦 然 . 

(C3) Py) =Ix— yr +2) ~ (y+2)) 

=p(x+s y+s) (ry), 

(4) 车 每 一 个 Vr 是 琴 的 ; 则 每 一 个 二 (7r), 从 而 每 一 个 B400) 
也 是 此 的 ， 事实 上 ,对 于 一 切 xyEBit0)， 必 有 mm<6rs<h 使 得 
EA YE 人 = nx 于 是 当 10 扫 
Cs 时， 


axl- oyEACtr)., 
故 wr (Cl -ayEB(0), 0 


同 可 度 甬 北 类 似 , 落 朱 扶 线性 空间 XX 内 有 范 数 ?与 X 的 拓扑 
等 价 , 则 称 苑 是 可 赋 范 空间 ,而 田 范 数 此 或 的 拓扑 称 为 空间 于 的 范 
数 拓 扩 . 

定理 .7( 柯 尔 莫 痛 洛 夫 (Konmorop0B8) 定 理 ) 招 扑 线性 空 
间 X 是 可 赋 范 的 充 要 条 件 为 ， 荆 满足 了 了 公理 , 而且 存在 6 点 的 有 
界 凸 邻 域 

证 必要 性 

落 开 可 了 眠 范 , 令 | 站 是 与 和 的 拓扑 等 价 的 范 数 , 则 开 单 性 球 
B00) = fx [< 二 是 有 界 凸 侍 域 . 

充分 性 . 

设 葬 内 存在 有 界 晤 邻 域 访 ,, 不 妨 认 沪 Yo 是 绝对 口 的 和 照相 
的 ， 对 于 XE 耻 ; 令 |= Ar 人 zy 这 里 rz 是 的 闵可夫 斯 基 
泛 阔 ; 则 由 定理 2,2 知 gr《x*) 是 淮 范 数 ; 从 而 出 定理 2.1 知 

Vo={x | gr tr) <1}. 
只 肝 证 明 从 || 贡 = 0 可 推出 x=0 事实 上 ,着 x 二 0, 则 因为 X 是 了 T， 


*» SH + 


型 分 离 空间 * 因 此 存在 FE gr。 使 得 xEU。、 再 由 有 界 ,存在 4> 
0, 使 得 Yoc%B, 于 是 由 hx 蕊 AD 知 hxzEF 由 定理 3.8 知 


xh = ar x) = 元 jv, (ht) 下 


从 而 不， 因此 ,为 赋 范 空间 . 

我 们 来 证 明 多 中原 有 拓扑 8 与 由 范 数 产生 的 拓扑 等 价 ， 因 恩 
VV 有 界 , 故 对 于 一 其 UE ,存在 0, 对 一 切 # 之 4, 有 VoCpU. 
于 是 集 

pyU= {x| ||sl<y)} (> 

对 于 区 的 拓扑 组 成 零点 个 域 基 , 砍 范 数 据 盾 与 原 后 扑 等 价 。 

4. 赔 可 列 半 范 化 
对 于 轿 半 范 数 组 的 拓 扩 线性 空间 而 言 ， 当 它 的 拓 扑 与 一 个 半 

范 数列 所 确定 的 拓 盾 等 价 时 , 称 为 峡 可 列 半 苑 空间 .下 说 我 们 就 宁 

讨论 拓 护 线性 空间 内 可 列 半 范 化 的 特征 条 人 上任 ， 

定理 2.8 拓扑 线性 空间 外 赋 可 列 半 范 数 的 充 要 条 性 汐 。 六 
是 满足 第 一 可 列 公 丙 的 局 部 号 空间 ， 

证 ， 必 瞪 性 . 

设 室 间 扎 的 括 扑 时 一 列 半 范 数 过 = {ps} 给 定 ， 则 由 拓扑 定义 
和 定理 2.4 知 其 郭 域 基 可 由 

UI/m) A | axz7<1Am Ge,mEN} 

共有 限 交 组 成 ,当然 满足 第 一 可 询 公 理 , 另外 ;由于 Ety za 为 零 
的 出 邻 城 ， 油 任 意 有 限 个 片 条 之 交 是 目的， 所 以 X 是 局 吾 户 综 风 . 

充分 性 ， 

设 汪 沪 : 5 足 第 一 可 列 公理 的 局 部 四 空间 ， 我 们 前 目的 是 找 出 
一 列 半 范 数 ， 使 它 确定 的 拓扑 与 原来 的 拓扑 等 价 . 

设 {Ds} 为 空间 于 内 在 零点 的 可 列 凸 分 域 基 , 则 存在 零点 的 一 
济 绝 对 是 的 分 域 基 {Wn}， 令 如 (从 为 对 应 了 于 下。 的 闵可夫 斯 基 认 
通 , 则 由 定理 2.1 外 如 ( 纺 为 生 上 的 连续 半 范 数 , 而 且 易 证 


”57 ， 


Ws={x | palx) 1 rE XX}. 
下 边 证 明 由 上 述 兴 范 数 列 @A{prnjwen 所 确定 的 拓扑 
W=(X ,8)={UnAls | p,(7) <e}}nen 
与 空间 多 的 原来 拓扑 等 价 ” 事 实 上 ， 因 为 对 于 一 切 自 然 数 #， 
Psa(*) 都 连续 , 故 知 WY8 半 0,Uss 是 零点 的 开 邻 域 , 即 备 所 确定 的 要 
站 W( 芒 ,人 D) 是 弱 于 .9 的， 另 一 方面 , Y UE Wo( 在 原 拓扑 结构 下 等 
点 的 邻 域 基 ) ,存在 *E N, 使 得 邢 ,C0,Usj =WaCcU, 即 空 间 原 来 
的 拓扑 也 弱 于 W(X,$). 省 
注 ， 一 个 赋 可 列 半 范 数 的 空间 也 称 为 B+ 空间 , 完备 的 中 空 
间 称 为 B, 空 旭 ,而 相应 的 学 准 范 数 为 : 
1> lA 二 Ts;, (x€X) 
称 为 成 范 数 (或 相 应 的 称 为 B, 范 数 ). 
系 设 XX 是 满足 第 一 可 列 公理 的 局 部 同室 和 遍 ， 则 在 次 上 的 举 
范 数 列 可 代 以 一 列 单调 增加 的 尘 范 数 ， 
证 ， 由 定理 2.8, 下 可 峰 以 一 列 半 范 数 AP:},en， 令 
pntx*) = max pa (x) ; 《xn N) 


则 pa(*) 显 然 是 单调 增加 的 , 只 须 证 明 6 确定 的 拓扑 .7 了 与 邓 包 
{Pa} en 确定 的 拓扑 了 等 价 、 事实 上 , 任 取 序 列 {xa}nen 叶 芝 ; 着 它 
依 拓扑 .了 收 印 于 *， 由 定理 2.5 的 系 1 知 ， 对 于 一 切 自 然 数 ， 
pots 一 2)->002co)。 再 由 pntz) 的 定义 ， 对 一 切 自 然 数 天 都 有 
pCre—X)->0(4>00). 友之 显然 成 立 ， 所 以 7 与 .> 等 价 ， 省 

定理 2.9 的 扑 线 性 空间 芝 赋 可 列 半 范 数 的 充 要 条 件 是 无 
是 可 度量 化 的 ， 

证 充分 性 ， 

设 和 是 可 度量 化 的 ， 则 存在 由 可 列 多 个 凸 集 组 成 的 零点 邻 域 
基 {Un}. 不 失 一 般 福 ,可 以 假定 Un,CUn(n 1,2,'"), 则 由 和 定理 
2.3 知 可 假定 每 一 个 Da。 都 是 绝对 凸 集 和 了 吸收 集 ， 设 姑 是 Us 的 
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闵可夫 斯 基 证 函 , 则 由 定理 2.2 知 pr 是 口上 的 半 范 数 ， 仿 定理 
2,8 充分 性 的 证 阳 可 知 由 {bj 确 定 的 拓扑 与 原来 拓扑 等 价 . 
必要 性 、 
设 天 的 拓扑 由 可 列 个 尘 范 数 己 = 4pr} 销 定 。 由 定理 2.8 的 
系 , 不妨 假定 pntx) 寺 prtX) (n=1,2,.…',XECX), 显然 ,党 
Das 人 fxzlpnx)<1AR)} 
组 成 鹤 避 的 绝对 向 吸 站 丢 直 基 我 们 定义 
plx, y) = p> 六 Pr (eyE KY 
荔 知 p 定义 关 上 的 平移 不 变 距 离 ， 为 了 证 明 这 个 度量 折 盾 与 瑟 的 
原来 拓扑 等 价 , 只 须 证 了 明 在 零 后 的 情形 . 
设 * 兰 1 ,而且 设 prat*) 达 1/2"™', 则 有 
pl} prt) ep) 2, 
又 因 prlw) /0+ pf) 加 (xy 于 是 


~- 工 pertx) 
p(x, = 2 “T+ pei) 


Pe pelx) 
oe 14+prCx) + 之 | 让 


b= 异 呈 作 册 加 
1 所 中 上 土 1 人 1 
Dat1 > ont >3 DE 


因此 DasiC{ 人 PCzs0)<172n He 1, 2, 
另 一 方面 , 设 p(z0)<1/2n+1 (2z31)， 记 在 = 由 十 天 吉 字 1， 
而 plz 二 1/2m+#+1 于 是 pm(Cx)/ {21 + pm(Cr)]} 1/2m+t+1l, 
从 而 pm Cx)/[Ll+ pm(l*)] 之 1/2*+1， 解 pm(*) 得 
pms /2112*. 
Bo 。 


于 是 {x 1 pir O12mtiti} CUn ,a , 
其 中 二 ,下 二 1,2。…, 即 p 确定 的 度量 拓扑 和 半 范 激 多 定 的 拓 盾 等 
价 ， 日 
例 2.5 在 空间 下 (名 ) 中 可 赋 以 半 范 数列 {pn}; 
pntx) A max Ix) | ,Ax ERCO) ,HE NN) 
是 
其 中 oC 一 #0 , 民 然 X=0<>pn(x) = 0(YW#EN) 种 
pO EE pr) Ep EK(N)). 
从 而 下 ( 昌 ) 按 范 涩 列 {P:} 组 成 一 个 满足 了 分离 公 理 和 第 一 可 列 
公理 的 拓 扩 线性 空间 .， 


$3 赋 可 列 范 空 间 


在 广 久 函数 论 中 ， 应 轴 较 醋 可 列 半 范 数 空 间 还 要 狭 一 些 的 一 
类 重要 的 局 部 凸 空间 是 赋 可 列 范 空间 。 为 此 。 我 们 先 介 绍 和 谐 范 
数 的 概念 ， 

1. 和 谐 范 数 

设 上 :| 与 上 是， 趾 ; 是 线性 空间 苇 内 的 两 个 范 数 . 车 存在 常数 
太守 0, 使 得 

zf 所 MI| zf CY EE) (3.1) 

则 称 范 数 | ， |; 强 于 (或 不 弱 于 ) 范 数 | * i, 或 范 数 | :li 强 于 《或 
不 强 于 ) 范 数 ||， 中. 车 其 由 一 个 范 数 茎 强 于 叉 弱 于 甸 一 个 范 数 , 则 
称 它 们 是 等 价 范 教 ， 

每 一 个 赋 范 袋 竹 空间 都 能 曙 完 备 化 延 拓 为 巴 拿 赫 室 何 。 知 扰 
肘 *，# 与 :日 都 成 沪 巴 拿 赫 空间 , 而 且 (3.1) 式 成 立 , 则 范 数 
| = 作 与 范 数 | 由. 小 是 等 价 和 的. 

定 流 3.1 设 || 1 与。 | 是 强 性 空间 XX 上 的 两 个 范 数 ,{xn} 
是 六 中 依 琴 个 范 数 的 柯 西 序列 ,车 {x#} 仿 其 中 一 小 范 数 收 僵 于 个 


种 0 最 


时 , 依 易 一 个 范 数 也 商铺 于 0 , 则 称 它们 是 和 谐 范 数 ， 
例 5.1 设 C[e,2] 表 示 闭 区 间 [ey 0 上 一 切 连 续 可 微 沙 数 的 
全 体 ,线性 运算 依 立 数 的 通常 方式 给 定 ,定义 三 个 范 数 如 下 : 
: x1 = xmax|* (2)|, 
上 x ls = max{ Ix CD1 + lz’ COON, 
| * ls =nax{lx())) +|x’ (a) 
则 范 数 | z 由, 与 x 用 是 和 谐 的 ,而 范 数 条 外 与 范 数 jjls 不 是 和 谐 
的 ， . 
显然 ,等 价 的 范 数 是 和 和谐 的 . 
设 范 数 | :|| 与 | "小 是 和 谐 的 , 而 且 《3.1) 式 成 立 . 把 X 关 
于 范 数 站 14 人 = 1,2) 完 备 化 后 记 为 Xi, 风 其 式 到 本 将 的 惕 等 身 躺 
xx 这 里 赋予 像 空 间 只 | * 小 耐 鼎 于 原 空 间 以 范 数 | .| 能 作 
为 从 站, 到 基 : 内 的 双 身 的 延 拓 ， 有 从 击 和 可 以 认为 是 天 的 线性 地 
年 间 , 即 天安 天:C 尖 ，， 
洁 范 数 | * 赂 与 * li; 是 和 谐 的 , 则 
:amaxdi = 下 1》 
也 同 它 们 和 谐 . 束 实 上 ,不 难 验 证 上 . 外 蕊 是 范 数 ， 洲 序列 {xn} 依 
| | 是 柯 西 的 , 册 它 依 范 数 | 虽 与 上 ， 此 也 是 柯 西 的 ; 车 序列 
{#n} 俯 范 数 上 。 上 ;与 + | 之 一 收 禹 于 0 ， 风 由 于 它们 是 和 和 谐 的 ， 
于 是 依 另 一 范 数 也 收敛 于 0, 欠 而 依 人 |* 省 也 收 化 于 0。 周 村 ,由 于 
区 纺 上 i 的 完备 化 室 疗 XX 可 以 一 对 一 地 映 汉 空间 互 : 和 区, 内 ， 
所 以 结果 成 立 ， 
定义 5.2 设 苹 是 线性 空间 , 人 zj] 是 在 丈 上 确定 的 互相 和 和 
谐 的 范 数列 ， 用 和 集 
Uppalr 人才 由 < 下,23 
给 型 等 总 邻 城 组 ， 易 知 , 每 一 个 邻 域 都 是 开 的 ,而 且 它 的 任意 并 与 
有 限 交 都 是 开 集 ， 从 而 它 确 定 世 上 的 拓扑 .这 时 称 天 为 赚 可 列 范 
空间 . 


se Bl « 


注 1: 由 定理 2.5 的 注 1 知 责 可 列 范 空间 都 是 局 部 邮 空 间 。 
注 2， 在 指出 的 等 感 邻 域 组 Up,s 内 内 取 8=1, 1/2,… 就 够 
了 ,期 这 个 组 等 价 于 可 列 组 Uy,jjm(1m， p=1; 2, 人 关上 壮 它 是 满 
足 第 一 可 列 会 理 揭 拓扑 空间 ， 从 而 在 赋 可 列 范 空间 内 的 航 眼 过 程 
能 借助 于 收 合 序列 给 出 . 
显然 , 当 且 仅 当 对 于 任意 自然 烙 了 都 有 ||xs||p->0 时 ,Xn->0(# 
-co)。 又 当 且 仅 当 对 任意 自然 数 户 ,六 与 # 互相 独立 地 趋 于 无 限 
大 时 ,|| za 一 *alls~>0, 则 {zs} 是 站 内 的 柯 西 序列 ， 不 失 一 般 性 , 在 
赋 可 列 范 空间 内 ,能 取 革 调 增 训 的 范 数 列 , 即 
时 z 有 和 于 x 和 {3.2) 
否则 仿 定 理 2.8 的 系 ,能 用 下 列 不 同 范 数 ; 
| x ls Amazt{llzlb, xlls, :+ ,ll |p} 
产生 等 价 招 扩 , 而 且 新 范 数 序 列 的 每 一 对 也 是 和 谐 的 .今后 ,我 们 
总 假定 (3.2) 式 成 立 . 
设 *s 是 空间 X 依 范 数 i 的 完备 化 空间 , 则 有 六 , 忆 半 ,二 …' 习 
Xp 
定理 3.1 藉 是 完备 空间 的 充 获 条 件 是 
X= 门生 (3.3) 


FT=l 


证 ， 充 分 性 . 

设 {xs) 是 芝 内 的 柯 西 序列 , 则 {zs} 在 每 一 个 Xs 内 也 是 柯 西 序 
列 ， 因 此 窑 在 x??*E Xp， 使 得 xe>x 久 (nn->c0) 在 Xp 内 成 立 ， 由 
于 在 Za 与 Ka 内 同一 个 柯 西 序列 的 极限 着 作 相 局, 对 一 切 p 都 有 


xi = xs, 因此 ze 门 Xs=X， 因 为 对 一 切 p 都 有 
| en — ll OC-> 00), 
所 以 在 XX 内 有 xs 一 x*, 从 而 和 是 完备 的 . 
必要 性 . 
* 2 


设 xe 门 o, 则 对 任意 自然 数 忆 ,存在 癌 EX 使 得 lz 一 zh 


<1/p, 于 是 对 任意 刘 然 数 &< ?有 
中 z — xplisssll* 一 sp<17 六 
因 紫 ,在 Xi 内 有 *p 一 *, 于 是 {xp} 是 每 一 个 3 内 的 ; 从 而 是 外 内 的 
柯 西 序列 ， 在 XX 内 令 
. 2=limxy, 

则 对 于 任意 自然 数 , 有 ||xs 一 下->0, 因此 * =E 关 。 相反 包 合 
关系 显然 成 立 ， 

例 3.2 设 x = (ylywasy Ya) 是 卸 维 实 欧 氏 空间 了 及 "内 的 变 
点 ;入 是 R" 内 的 紧 集 ,用 LDw) 表 示 一 切 在 N 外 为 0 且 在 R "上 定义 
的 无 限 次 可 微 复 值 应 数 ,; 用 (DF) 表 示 一 切 在 条 外 为 0 且 在 R* 上 定 
义 的 本 次 连续 可 微 函 数 , w= 上 0 时 表示 连续 函数 . 若 定 义 范 数 为 


| dllf (x) 
上 = 一 pe max Ox1” ‘Oren 


这 里 六 是 自然 数 ， |e| = 0 t+ On; 则 {DD#) 是 巴 拿 业 空间 ,所 


E (3. 4) 


以 (Dx) 是 其 范 数 (3. 4) 的 赋 可 列 范 空间 ， 因 为 (Dx)= [| (D1)， 


所 以 室 间 (Da) 是 完备 的 ， 
” 例 3. 35 在 例 2. 4 考虑 的 空间 Z(G)(GA{ zi 1z|<aj) 内 ,引入 
范 数 组 ， 
|* 由 全 max lx C2. 
这 里 ap 是 严格 单调 增加 而 且 收 化 于 6 的 实数 序列 , 则 2(G) 为 完备 
的 赋 可 列 范 室 回 . 
在 赋 可 列 范 空间 X 内 能 引入 距离 


| 一 ?| 
px, AD TT yl 


# 3 


使 蕊 度 荆 北 ( 证 明 究 给 读者 )， 当 然 随 便 引 入 距离 是 无 意义 的 ， 重 
村 的 是 能 限 距 离 pfx, 六 在 丘 徒 室 阅 于 内 关于 位 移 和 迷 乡 往 不 变 ， 
即 满足 PCxvyy = pi Ys 0 ), 而 且 当 区 记 克 ， 4 人 时， PK(4nz， 0) 
一 03 又 对 于 任意 的 AEK, Xn 0 时 (nr 00)， pat, 0) 0 {a 
— ooo), 
对 于 可 庶 重 祭 的 拓扑 线性 空间 式 ， 当 它 的 更 离 关 于 位 移 和 连 
续 性 不 变 了 时 , 称 为 线性 度量 空间 豆 然 , 赋 可 列 范 室 间 也 是 线性 度 
晤 空间 .事实 上 ,上面 引 进 的 距离 p(x,7) 量 然 满 足 距 离 公理 , 而且 
关于 位 称 不 蛮 ， 为 了 证 明 它 基于 连续 性 不 变 ， 外 要 证 明 当 zw 
时 ,|xs||s~> 0 对 于 任意 六 成 立即 可 ,于 是 
||xllp 
P23 1 + | 
的 每 项 趋 于 等 , 而且 当 n 之 #6 时 ,前 tn 项 的 和 小 于 a, 则 所 有 项 的 
和 小 于 
十 D2 。 


因此 , 当 # 充 分 大 时 ,有 p(T,0)->0. 

户 部 出 而 且 完 各 的 线性 度量 空间 称 为 弗 雷 着 空间 ， 于 是 完 省 
的 赋 可 列 范 空间 是 厚 锅 希 空 间 . 

注 ， 这 里 弗 雷 希 空间 的 定义 与 通常 定义 有 区 别 ， 

定理 3.2 ， 落 了 是 弗 雷 希 空间 无 内 的 闭 、 凸 、 中 心 对 称 和 吸收 
集 , 则 包含 零点 的 邻 域 . . 


证 ， 因 为 卫 是 吸收 梨 , 所 以 [ (mF) 履 座 贸 ， 又 因为 禄 是 第 


一 范畴 的 ,所 以 了 了 不 能 是 无 处 稠密 的 (参看 第 0 章 和 2 ), 因 此 = 
FF 了 包含 有 内 点 ， 即 存在 着 各 EF 和 0 的 均衡 邻 域 品 , 使 得 r+-UC 
F， 由 于 F 与 UV 都 是 对 称 的 ;于 是 -xs+U= 一 + 一 Uc 一 = 下 .和 


sa BL * 


F 的 本 性 知 对 于 任意 的 > EU, 包含 
[so 十 着 《 一 4 十) 2， 

UcCF. DD, 

下 曾 定 理解 决 了 贼 可 列 范 空间 的 典范 化 问题 . 

定理 3.3 完备 的 岩 再 列 苑 空间 专 可 以 鼎 范 化 的 充 要 条 件 是 ; 
存在 自然 数 如 ,使 得 对 于 一 切 乡 浸 加, 竺 有 其 = 六 y. 

证 ; 充分 性 . 

假设 从 荣 一 个 下 标 po 开始 ,一 切 Xs 都 等 于 和 册 等 式 六 gp,= 
攻 p,+1 利 范 数 上 |is, 弱 于 | | 这些 范 数 等 价 . 畸 蓝 , 依 范 妆 下 |， 
的 收 敏 性 葡 涵 依 范 数 ||* | .的 站 就 性 ， 大 击 获 箱 依 范 数 中 -+ 的 
收 全 性 等 芍 , 妇 根 到 底 , 依 每 一 个 范 煌 玻 人 钱 , 名 和 惊 久 的 拓 轩 政 化 , 度 
之 , 消 序 列 {xn) 依 忒 的 拓 扯 收 误 ， 则 宅 依 每 一 个 范 数 收 氏 , 特别 ， 
依 范 数 lp, 惧 数 ， 于 是 得 到 关于 每 一 个 范 数 的 丘 捉 等 价 . 取 范 

激 | 1, 即 可 

必要 性 . 

先 证 明 下 列 引 理 : 

引 理 ” 带 活 可 列 苑 宏 间 久 的 一 切 完 省 惰 空 间 Xy 不 同 , 则 对 于 
任意 正 数 序 列 { 型 由 ,存在 元 素 * EX 化 得 ||z 由 > 

证 ， 易 知 , 对 于 任意 的 自然 数 ,任意 带 数 C 和 :存在 元 素 
* ,村 得 jjxjlp 专 而且]xilpy 汪 5:， 这 裕 上 ,着 不 然 , 一 方面 ， 对 
于 任意 * EE 久 , 当 ||xjlp 所 Cl 时 , 必 有 常数 Co 使 得 xllp4i 筷 Cos 于 是 


{zis Eee 
另 一 方面 , 因为 ||zlp<z 才 因此 落 数 于 中 与 | 入， 等 价 , 从 
而 有 4 = 关 p+i。 与 假设 矛盾 . 
和 企 了 ;和 梧 H 册 汪 M+ 1 再 取 x 使 得 [sl 志 1y2 测 下 中, 人 


>M,+ 1+ EE es 5 萤 ， 萎 和 祥 [le sd1722 了 醒 上 且 
xslle> Mp +1 + les + + lp 17s» 
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等 等 ， 于 是 级 数 室 om 傅 人 意 东 数 收 二 从 而 在 X 内 收敛 . 事实 上 ， 


给 定 自然 数 卫 与 自然 数 p~> 靖 时 ,jzp||<E|| zz 172p 1 
它 收 全 于 


lxllp>|lzslls ~ Dllzells ~ llxelis 
> 站 元 B 


>M,+1 二 xiliz + + Fixp.1llp 
—1—tellst + ir lp) = My. 日 

现在 证 明定 理 3.3 的 必要 性 ， 不 兴 一 般 性 ， 可 以 认为 一 切 基 ， 
都 不 相同 , 则 其 中 括 扑 不 能 由 某 一 个 范 数 确定 ， 用 反 证 法 . 设 空间 
内 的 拓 扩 由 某 一 个 范 数 确定 ， 易 知 每 一 个 范 数 xlls 在 单位 球 
BMA | sll1} 上 有 界 ( 当 然 各 自 界 于 特定 的 常数 ), 否 则 必 有 
序列 {xo} 生 83100), 司 得 i|xolls 一 Qt + oo 村 是 在 其 内 za 一 0 从 
而 xy ev 依 每 个 范 数 趋 于 0， 这 和 xoll/iiaoll=1 泌 盾 . 不 妨 设 
|]ix*l 竺 计 p, 于 是 出 引 理 , 存 在 元 震 * ,使 得 ||x|l|>>pad 

男 一 方面 ,对 于 任 滞 的 * EX, 有 4 二 0; 使 得 和 *#E B10), 于 是 
Hsp 和 Mptp =1,2,…)， 这 和 4x|ip 汪 | 放 PMp 节 盾 . [ 

例 5.4 空间 (Dw) 不 能 赋 范 .事实 上 , 空间 Xp(p=1,2,…) 


显然 不 局 . 
由 此 例 知 , 冉 范 空间 虽然 篇 单 , 却 不 包含 像 (Dw) 这 样 简单 而 
重要 的 空间 . 
2. 范 数 序 列 的 可 比较 性 与 壮 价 范 数 列 
设 藉 是 由 两 列 范 数 
jl 所 | 产 =1 2 {3.5) 
xils ilzlls rs p=1,2,* (3.6) 


所 确定 的 赋 可 列 范 空间 . 若 对 于 每 一 个 了 ,在 在 4 =4g (Pp), 使 
得 |xlls 筷 ix， 则 称 范 煌 序列 (3.6) 强 于 (3.5)( 或 (3.5) 弱 于 
(3.6)), 这 时 车 依 (3.6) 的 拓扑 有 zn->z, 间 依 (3.5) 的 拓扑 亦 然 ; 反 


”人 + 


之 我 们 有 有， 

定理 3.4 车 依 (3.6) 的 拓扑 有 *s-> 时 , 依 (3.5) 的 拓扑 也 有 有 
Xn 人 ,加 序 列 (3.6) 强 半 序 列 (3.5)， 

证 ， 若 结论 不 成 空 , 则 对 荣 一 个 了 , 必 有 序列 {xn} 呈 扩 ,使 得 
日 gap 空 中 zs， 不 区 认为 |xallp = 1 而 

||xalls < 由 ze = 474, 

于 是 [lxal|.~>0， 但 是 因为 ||*a|lp =1, 于 是 依 序 列 (3.5)? 的 拓扑 {zn} 
不 收效 于 小 和 定理 的 条 件 子 盾 . 昌 

震 序 列 人 .6) 既 强 于 又 强 于 序列 (3.5)， 网 称 它 们 是 等 价 的 范 
数列 . 

5, 有 界 集 

定 光 了.35 设 中 是 鸯 可 列 范 空间 蕊 的 子 集 . 若 对 于 一 切 xE 殖 
和 一 切 自 然 数 户 有 ||x*llp 志 Cr, 这 里 Cy 是 常数 , 则 称 B 为 有 界 集 . 

这 个 定义 虽然 与 赋 范 线性 空间 的 粗 应 定义 形式 上 相似 ， 但 实 
质 上 是 有 区 列 的 ， 例 如 , 在 赋 范 空间 内 , 每 一 个 球 都 是 有 界 集 , 而 
且 其 一 切 倍 秆 六 全 空间 , 热 而 , 若 完 备 空间 多 不 能 吴 范 化 , 却 不 存 
在 它 的 倍 履 盖 全 室 间 的 有 界 集 ， 囊 实 上 , 若 元 素 *E A, 而 4 为 有 
界 集 {xw | xllp 志 55}, 则 有 ||*jp 志 Cs, 于 是 依 定理 3,3 的 引 理 ,存在 
xu 所 和 ,使 得 || xpCp， 显 然 , 集 地 的 任意 信和 都 不 能 包含 二 ,因此 
任意 有 界 集 不 能 包含 内 点 (否则 它 芍 某 一 个 位 移 将 包含 0 的 邻 
域 )}， 由 上 述 结论 知 , 活 也 不 能 赋 范 , 风 有 界 集 必 汇 处 稠密 ， 事 实 
上 :, 考 有 界 集 4 在 球 ]* -加 <e 内 丢 密 , 由 于 有 4 的 闭 包 外 也 有 界 
《定理 1.4 的 645) 从 而 它 不 能 包 售 内 点 ,因此 4 无 处 箱 密 . 


$4 和 连 纱 线性 算 子 与 连续 线性 泛 函 


1. 连续 线性 算 子 
设 苹 与 了 是 数 域 丰 上 的 两 个 线性 宝 间 ， 一 切 由 下 型 了 内 的 线 
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性 算 子 的 党 记 为 L (X,Y). 用 自然 方式 确定 的 线性 运算 刁 工 (XX ， 
Y ) 成 沟 弘 性 空 千 , 恒 等 于 0 的 算 子 起 零 元 素 作 用 . 

显然 ,对 于 任意 的 EIL(X,Y), 都 有 了 (0) 0， 有 甸 一 方面 , 集 
{* =} 二-100) 称 为 算 子 的 炉 空 间或 者 空间 , 记 为 kerf 或 
Ntf)， 易 知 , 当 县 仅 当 和 NA 有) = {10} 时 ，# 是 内 射 的 . 

定理 4.1 设 XX 与 了 是 数 域 K 下 的 拓扑 线 性 空间 ， 而 且 1 全 
L《 注 ,让 出 下 列 命题 等 价 : 

{17 存在 boE 人 :使 得 了 在 点 如 连续 ， 

(2) 于 在 其 的 零点 连续 ) 

C3) 了 在 天 内 处 处 连续 

(4) 于 在 六 内 至 连续 

征 ， 到 热 有 (4)=>(3) 一 =- 汉 (27， 只 须 证 (2) 一 > (1 一 9 (04). 

23》 车 xX 一 6; 则 一 和 一 9, 于 是 1* 一 《0) 一 一 > 
0, 以 Tj 

Hx} — FOr) = fx x >0, 

所 0 一 pf tro). 

(DD 一 > 04)， 若 ff 在 点 + 连续 , 任 取 裕 同 了 内 0 的 开 邻 域 Ur， 
则 由 于 是 招 扑 线性 空间 ,于 是 WrAUr + 了 (0) 是 x40) 的 开 侍 绒 . 
由 于 站 Xo 过 健 , 所 以 存在 天内 ?的 开 邻 域 开 Vx, 使 得 * EE Wr 于 ， 
fr} EWz， 但 是 UxzAAWz 一 + 是 X 内 零 的 开 邻 域 ， 因此 当 y,s 全 六 
而 县 yY -sDVx 时 必 有 有 

Hy fis) = 7 EWr fr) = Ur. 

名 于 在 甘于 一 -至 连续 ， 中 

定义 4.1 设 天 ,YY 为 绝 韦 六 工 的 折 扑 线性 空间 ,六 和 一 一 二 是 
线性 算 子 .车 于 将 式 内 的 月 界 集 上 唤 为 了 内 的 有 乔 集 , 则 称 了 沟 有 
界 既 性 算 子 ， 特 别 , 当 Y = 天时， 称 了 为 有 界 钱 性 泛 函 (参看 第 1 
但 57. 

定理 4.2 设 X,Y 了 为数 域 上 上 的 拓 盾 线性 空间 , 了 是 从 天 到 了 


。 人。 


内 的 连续 线性 算 子 , 则 上 必 为 有 界线 性 算 子 ， 
证 ， 设 对 为 X 内 任意 的 有 界 集 ， 任 到 序列 {y"} Cf(M), 则 存 


在 序列 {zx} 对 ,使 得 f(xm) = ys、 因 为 村 有 界 , 由 定理 1. 19 有 二 x 


0 (#00), 从 而 了 yn = (xn) >On-mo0). 四 由 定理 4. 19 知 


{yw} 有 界 , 所 以 f(M) 有 要 

有 反之 未 必 成 立 , 但 有 下 询 定 而: 

定理 4.3 设 站 为 满足 第 一 可 列 公理 的 条 站 线性 窑 向 ，f 是 
从 下 到 同一 数 域 尺 上 的 拓 扩 线性 空间 Y 内 的 有 界线 性 算 子 ， 则 
是 连续 的 , 

证 ， 设 Uraen 是 天 央 等 点 邻 域 基 , 而 且 Us 二 U s(n=1, 2， 
0)， 老 了 不 连续 , 则 在 了 Y 肉 有 零 拟 令 域 王 ， 使 每 对 于 任意 的 4 


KKADo) 和 中环, 于 是 存在 序列 {zj(xsE Us), 有 wx)EEW， 从 


而 序 殉 {Exay]}aser 在 了 内 无 界 ， 但 fy 有 失 , 轩 假设 蔬 盾 . 虽 

定理 4.4 设 线性 算 子 4 将 拓 拜 线性 空间 匡 且 到 局 一 数 城关 
上 的 拓扑 线性 空间 Y 内 , 则 4 是 连续 的 必要 条 件 ( 当 天 满足 第 一 可 
列 公理 时 也 是 充分 条 件 ) 是 。 当 ra-> 0 时 Axn->0. 

证 ， 必 要 性 是 显然 的 。 只 证 充分 性 . 设 4 不 连 巡 , 则 由 定型 
4, 3; 对 某 一 个 有 界 集 83C 基 ,使 得 如 (B) 非 消 异 ,从 而 存在 序列 (yo 用 
yn = 有 rn 使得 x EB 时 yn/n 总 WV, 这 里 矿 是 了 内 浊 的 某 一 个 邻 直 . 
因 沪 zf/ 一 0 因此 AX/1) = Yn/# 不 收 钙 于 册子 盾 。 0 

定理 4.5 设 巧 ,了 是 数 域 式 上 的 两 个 括 扑 线性 空间 , 4 是 从 疾 
到 YY 内 的 加 法 连 桂 算 子 , 而 及 当天 是 复数 战 志 的 4ix)= id4r， 
则 有 各 是 齐 性 的 , 从 而 是 线性 的 ， 

证 ; 我 们 的 且 的 是 证 明 对 于 任何 数 we, 有 -4(axzy 二 qdAd(tx).， 当 
是 实数 域 时 ,由 有 4 的 加 性 知 , 对 一 切 自 然 数 #, 有 A(nx》 = 一 mr)， 
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区 
(= 


所 以 ACx/n) = Cn A Cr). 于 是 当 a 是 正 有 理 数 w/z 时 ,A( 人 -) 


= Ar. 又 因为 400) = .420) =2A(0),; 所 以 A400) =0, 从 而 


0O= A — x)= Ar + AC +), 
有 即 用 (一 x*) = -Ax, 因 此 ,对 一 切 有 理 铬 r+ 有 A =rAtx). 
. 现 设 qo 为 实数 , 取 有 理 数 列 {rw} ,使 Tsara, 则 对 于 每 一 个 rn, 有 

rnszt) =ratr， 念 7-ecy 轩 4 的 连续 性 得 axy = odx. 

当 外 是 复数 环 有 时, 令 9 =91+ ie 依 条 件 得 

KE 一 人 (GE +io)r) 
一 Atm) + A x) 
= lo Ar= oAx 0 

注 ， 当天 是 复数 域 时 ,车 不 假定 4(ix) =i4x, 则 结论 不 成 立 , 

例 4.1 设 开 表示 复数 域 天 鞋 的 一 维 空 间 {acjaE 天 ,eEX]， 
用 是 从 半 到 五 中 的 加 法 连续 线性 汉 函 | 

<4Ca+ip) ea 《oa 有 为 实数 )， 

则 Alie )=0% 1 =idt(e). 

定理 4.6 设 七 ,了 是 数 域 天 二 的 完备 赋 可 列 范 空间 , 4 是 从 
各 到 了 上 的 一 对 一 连续 线性 算 子 , 则 4 的 道 算 子 也 是 连 综 线 性 算 
村 ， 
这 个 定理 已 由 巴 拿 赫 在 X 和 和 Y 都 是 弗 雷 希 空间 时 建立 起 来 ， 
参看 参考 文献 2 第 二 章 $ 5 定 埋 2， 

往 : 取 4Y= <， 我 们 可 得 如 下 绒 论 ， 薪 所 关于 画 个 不 同 范 数 
列 的 每 一 个 都 是 完备 眠 可 列 范 空间 , 而且 一 个 贿 列强 于 另 一 个 , 则 
两 个 序列 等 价 , 于 是 自然 有 下 列 更 严格 的 结果 ， 

定理 4.7 设 关 ,YY 是 数 域 K 上 的 两 个 赋 可 列 范 的 完备 空间 ， 
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人 而且 YC 又 没 在 了 内 yo>y* 而 且 在 苹 内 Yer 计时 对 二 六 《这 
时 也 称 疼 和 阅 的 拓扑 是 和 谐 的 )， 则 当 sw-=x 在 了 内 成 立时 ,Xn>* 
在 苇 内 也 成 立 . 
证 取 由 . | 全 maz 人 ll， 1 上 :中 》 是 Y 了 内 的 新 范 数 (这 里 
中 * ls 与 上 lls 依次 是 苹 与 Y 内 原来 的 范 数 ), 则 了 关于， jj 成 
为 完备 空间 ,和 而 且 由 上 面 的 注 ,Y 的 新 范 数 序列 等 价 于 前 两 个 席 数 
序列 中 的 一 个 . i 
系 ”车 蕊 依 两 个 范 数 序列 的 任 一 个 是 完备 同 可 列 范 空间 ， 而 
且 如 果 两 个 对 应 的 范 数 是 和 谐 的 ， 则 这 两 个 范 数 序列 是 等 价 的 ， 
2. 复 线性 省 函 与 实 线 性 泛 函 的 关 陛 
定义 4.2 设 和 是 复数 域 C .上 的 线性 空间 、 洪 把 久 考 虑 为 实 
激 域 了 上 的 线性 空间 时 ,1 是 叉 上 的 线性 泛 函 , 划 也 称 汐 区 上 的 
实 和 线 性 泛 函 . 
定理 4.8 设 六 是 复数 域 C 上 的 线 福 空 间 ，f 是 叉 上 的 线性 
泛 画 。 车 =Ref,f,=Imi, 即 卫 , fi 依次 是 的 实 部 与 虚 部 ， 划 
,1 是 区 上 的 实 线 性 汉 汕 ,而 且 对 于 一 切 *E ,有 
fx) = fx — fir) = fx) +ifs(7), (4.1) 
证 ， 设 a,PER,x,yYESX, 划 
fax + By) = of tx} + Plty) 
= afr) + oifs x) + By) + Pifs ly) 
= wf tr) + pfitY) +ifefe (x) + Bfty) 1], (4. 2) 
另 一 方面 ， 
flax+ py)= fi(or+ By) +iftax+ By). (4. 3) 
比较 (4. 2) 式 与 (4, 3) 式 的 实 部 与 虚 部 即 知 f1, fs 均 为 实 乒 性 泛 
潮 
汐 了 证 明 (4.1) 式 ,首先 注意 ;对 于 任意 *E 攻 ,有 
fix) = f(r) + if Cx). (C4. 4) 
又 由 1 的 线 往 知 


* 了 1 = 


fw) = if(z)》 一 ifi(z) -fate). 《4. 5) 
比较 44.4) 式 与 人 ,59 式 的 实 部 与 开 部 知 : 
Fifix)= ~ftx) 且 fr) =fx) (YX*EX), 

从 而 (4.1) 式 成 迹 ， 日 

注 ， 定 理 4.8 的 硝 一 部 分 启示 我 们 如 何 只 供 助 于 偶 线 性 泛 隙 
的 襟 部 或 虚 部 玄 示 线性 这 阔 , 反 之 ,下 边 定 理 启 示 我 们 邵 何 用 宰 线 
性 泛 卫 确定 复线 性 沁 隔 ， 

定理 4.9 设 天 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 而 且 刻 是 了 上 的 
实 线 性 弃 茵 ， 若 对 于 任意 xwEX, 有 有 

Fr) fn) 一 1f 1x) 

则 了 是 X 上 的 复线 性 沦 谢 . 

证 明 留 作 练 习 ， 

5. 连 续 线 性 泛 函 的 等 价 性 命题 

定理 4.10 设 基 是 复数 域 C 上 的 拓扑 线性 空间 , 而 县 jf 是 
上 上 的 线性 泛 函 , 则 下 列 命 题 等 价 : 

(1) 于 在 和 上 连续 ! 

《2) 及 ef 是 六 上 的 连续 实 线 性 汉 明 3 

《3) Imf 是 区 上 的 连续 实 级 性 江 锋 . 

证 阴 留 作 练 习 . 

定理 4.11 车 了 是 了 型 托 掉 线性 空间 大 上 的 非 零 线性 记 函 ， 
则 下 烈 命 题 等 价 ; 

C1》 了 在 了 上 连续 ; 

(2) 了 的 零 空 间 kerf 为 闭 集 : 

《3) kerf 不 称 密 于 区 3 

C4) 存在 下 Egg 使 得 f 在 了 内 有 界 . 

证 ，(1) 一 (2 ): 涛 (1) 成 立 ， 则 闭 集 {0}C 关 的 藉 像 
ff 区 0) 是 闭 集 . 

(2)=—>( 8) 因为 1 二 0; 故 (3 ) 显 然 成 立 ， 事实 上 ;着 (3) 
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不 和 成立。 则 kerf = 天 ,十 是 0, 矛盾. 
(3 ) 一 > (4 )， 洲 kerf 不 稳 密 于 多 , 即 kerf 的 余 集 有 非 空 内 
部 ,于 是 存在 加仑 与 画 拒 go 使 得 
{x+ WNkerf= 人 总. 
由 零点 的 均衡 妾 域 组 成 仓 域 基 知 ,有 洗 点 的 欧 衔 邻 域 yc 本 ,从而 
(ro+ Nkerf= oo. 

着 1V) 推 有 界 , 则 对 任意 sE 天 ,存在 x.EP 使 得 | jj< 反 | 成 xD, 令 
一 YITKGA 大 8 则 从 五 的 均衡 性 知 x EV, 而 且 有 x) =4, 且 
eT = 上 尺 , 从 而 fF) 内 有 一 x) KK. 令 一 + =yEF, 则 fxr ty) 
= 四 ,这 与 (zoTPF) 站 etf= 人 V 浅 慎 . 所 俯 ( 4) 也 成 立 ， 

(4) 一 >(1)， 设 存 在 Ee, 及 时 2>0, 盘 得 对 于 一 切 汪 ET 

都 有 有 上 2 过时， 则 让 数 梁 的 连续 性 知 对 于 一 馈 8 疡 0, 存在 仇 = 


3 so: 而且 由 fj 的 线性 知 
CW | = 


即 f 竹 零点 连续 ， 由 定理 4.1 知 连续， 
系 ”由 平移 是 两 胚 映射 知 定 进 4.11 中 的 零 空间 
kerf= {x | f(x) =0} 
若 换 为 任 一 集 
NA{r : xECR, HR) = 0}, 
各 应 结论 仍 成 立 ， 这 里 a 为 一 带 数 . 

- 广 ， 设 长 , 了 均 为 拓 盾 红 性 空 闻 ，} 是 从 广 到 Y 内 的 线性 算 
子 ， 玫 定理 中 (C4) 成立; 副 1 在 区 上 连续 ,但 是 反 过 来 仅 当 了 在 零 
点 存 往 * 有 异 * 邻 域 时 ,相应 命 胃 才 成 立 ， 

定理 4.12 设 X 为 拓 反 线性 空间 ,f 为 邯 寺 的 非 零 线性 证 苑 ， 
则 征询 命题 等 价 * 
《1》 了 在 XX 上 连 半 ， 
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《23》 存在 连续 半 范 数 p(x) ,使 得 x) 起 p(xY) 对 于 任意 *E 汪 
成 并 3 

(3) 存在 非 空 开 集 如 ,使 得 乒 G) 关 大。 

证 : 1) 一 (2) 一 (3)， 若 1 在 上 六 绪 ， 则 (x) = 
f(z)| 为 一 连续 学 范 数 , 所 以 (2 ) 成 立 ,从 而 由 p(x) 的 连续 性 知 它 
在 委 点 连 钱 , 即 存 在 UE 使 得 ip(0D| 达 ea, 所 以 FE <es， 当 然 
U0) 志 区 . 

(3) 一 >(1): 洪 1(G) 二 KK， 中 有 do- fd), 使 得 
fn 人 5G= 好 ， 因 为 大 : (ao 不 稠密 于 各, 所 以 

No (DA{r | f(x) = 0} 
不 独 窗 于 匀 , 由 定理 4, 11 的 系 即 知 了 连续 ， 

4. 哈 凰 - 巴 舍 赫 线 性 泛 函 延 拓 定理 的 推 沦 

满足 Tu 分 离 公理 的 ( 非 零 ) 局 部 同室 间 同 峰 范 线性 空间 一 样 ， 
也 在 在 足够 多 的 菲 零 连续 线性 泛 函 .为 此 先 介 绍 线 性 沁 疾 的 延 拓 
定理 ， 

定理 4.13 设 基 是 复 ( 实 ) 局 部 凸 空 间 ，Xe 是 天 的 一 个 复 
《 实 ) 线 性 子 空 间 , 则 和 十 的 任意 连续 线性 泛 函 加 必 可 延 拓 为 X 上 
的 妖 续 线性 泛 防 于. 

注 ， 定 理由 空间 天 与 六, 培 为 实 的 或 均 为 复 的 ， 因 为 在 任何 
无 穷 维 的 复 巴 拿 赫 空间 中 , 总 看 在 一 个 实 线性 子 空间 , 使 得 在 其 上 
有 一 个 连续 线性 泛 函 不 能 保 范 延 拓 到 全 空 间 上 去 (参看 参考 文献 
27)， 

证 ， 因 为 连续 , 外 定理 4, 11 之 (4 ) 和 定理 ?8.3 知 存 在 零 
点 的 一 个 绝对 廿 ,吸收 的 开 邻 域 玉 ; 使 得 yEXiNW 时 , |f(7) | 之 
1 ， 再 由 定理 2.2 知 存 在 连续 半 范 数 p(x), 使 得 

W={x*| xEX, px)<1}, | 
于 是 有 [所 (xX) | 所 P(x)(YW XEX)， 由 哈 思 - 巴 拿 赤 线性 滩 疯 延 拓 定 
理 { 第 0 童 定理 5.5) 知 f, 能 在 整个 空间 关上 延 拓 为 了 ;而 且 对 一 
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切 *EX, 有 [f(x)|<<plx)， 再 由 定理 2.1 之 (2) 知 p(x) 连续 ,所 
fx) 在 上 连续 .、 浊 

由 本 定 还 可 以 推出 一 系列 有 意义 的 结果 ,例如 ; 

陛 1 设 蕊 为 局 部 凸 空间 , 则 对 任意 的 zeE 基 和 连续 半 范 数 
?xz)， 存 在 上 的 连续 线性 沁 轩 二， 使 得 |f(x)| 所 p(X), 而且 
fitxo) = px0). 

证 | 依 第 0 章 定 理 5.5 之 系 , 设 

X= {hx | AE KY. 
由 定理 4.13 有 ,使 得 |fo (x)| 志 p(X)， 令 (x0) =Xplxo), 由 只 
思 - 巴 佑 赫 定 理 把 具 延 拓 到 全 空间 关上 即 可 .0 

系 2 设立 是 满足 T, 分 离 分 理 的 局 部 凸 空间 .车 对 于 任意 的 
f EX*, fr) =0, x= 0( 对 偶 人 性 ). 

证 ， 若 * 夺 0, 则 册 条 件 ,X 可 由 分 离 的 半 范 数组 确定 , 即 存 在 
连续 半 范 数 训 ,使 得 pf(x)>>0, 于 是 由 系 1 ， 可 求 出 feEX*, 使 得 
fr) = px) 夺 0, 子 逢 。 曲 

注 ， 系 2 建立 了 局 部 凸 空间 的 最 重 豪 性 质 , 即 存在 是 胡 多 的 
连续 线性 泛 画 . 换 句 话说 , 这 时 X* 夺 {0}, 而 在 一 般 的 拓扑 线性 
空间 中 ,可 能 有 X*={ 0}, 例 如 3(0,1)( 参 署 例 4. DD. 

由 系 2 可 直接 推出 下 列 结论 : 

聚 3 设 站 是 满足 zu 分离 公 理 的 局 部 凸 空间 , 则 对 于 任意 的 
xizaE 囊 ) 若 对 于 任何 fE Xe* ,总 有 FrD = fx ， 则 有 2 = 

广 ， 当 我 们 定义 眶 述 具 工分 离 公理 的 局 部 凸 空间 区 中 的 网 
{raysea 弱 收 八 于 xx 了 时 ,站 xs) 帮 xz) 对 一 切 了 EX*t 成 立 , 则 系 3 
背 示 弱 收 伍 的 极 艰 唯一， 

系 4 设 开 为 满足 了 分 离 公 理 的 局 部 凸 空间 , XX 为 XX 的 线 
性 子 室 间 ,xEIENN ARo， 叶 看 在 连续 线性 证 函 feEX*, 使 得 (x) 
=1,7y) =0 CYyEX,Y. 

证 ， 邻 
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其 = {hx ty | AEK, YEX,), 
叫 XX; 为 天 的 子 室 间 ， 我 们 定 交 其 上 的 证 函 央 为 ， 
辣 (z) = 办 《之 一 Xr 下 yERLY. 
显然 用 是 线性 的 .又 因 关 满足 Tu 分离 公理 ， 从 而 满足 了 分离 公 
理 { 见 定理 1.5》, 于 是 点 * 与 及 可 以 分 离 , 于 是 也 与 关 , 可 以 分 
岗 , 即 kerf4 = XX 不 是 秽 密 于 空间 关 , 的 ,于 是 由 定理 4,11 知 衣 在 
及 ,上 连续 ， 再 仿 定理 4, 13 的 结果 得 到 雄 在 基 上 上 延 拓 的 连续 线 
性 泛 函 fi, 荔 证 方 姥 为 所 求 . 0 
定理 4. 14!( 拉萨 尔 (Lasalle)y 定 理 ) ”拓扑 线性 空间 湾 上 存在 
非 零 连续 续 竹 证 除 的 充 要 条 侍 是 ， 失 有 一 个 不 空 形 疆 不 等 于 上 本 
身 的 均衡 开 . 凸 子 集 . 
设 是 区 上 的 一 个 非 零 连续 线性 泛 冰 , 令 
A={* 1 I(r}, 
嘲 0Ed ,而 且 4 是 开 集 。 任 取 xyE4 由 当 0 扫 % 安 1 时 ， 
:了 AT) + C1 — AYY) 
MF 4 C1 MNFOWNI < 1 
从 而 妈 是 凸 集 ， 因 六 f 不 恒 为 0， 页 必 朋 xX 使 得 xX0) 寺 0， 
所 以 天 xf) =1， 即 Xo/flxo) 4， 内 此 A 显然 ,A 是 
设 生 是 下 的 一 个 不 空 开 , 上 同 , 均 衡 子 集 ,而 且 上 4 关 羡 . 取 帮 的 网 
辐 夫 斯 基 沁 潜 
HAatx) infio | xEadA)}, . 
则 由 定理 2.2 知 &4(*) 是 准 范 数 , 它 不 但 等 于 0。 事 实 上 , 依 假 定 
存在 zwEX ,而 且 如 蕊 4， 设 存在 400<2%<T7 使 如 EAh4d， 又 因为 
0 Ed, 傅 4 的 凸 性 可 知 
2=《〔《1 一 和 0+| 刘 xy7 刚 E4， 汪 盾 ， 特别 ， 当 0 过 4 二 1 时 ， 
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Xo 万 多 必 ,有 即 HA}, 

于 是 由 定理 4.13 之 系 1 ， 和 上 存在 一 个 实 连续 线性 泛 函 了 ， 
全 得 对 于 圭一 个 x* 世 下 ,有 (x)| 志 jatx) ,而 入 fx0) 三 4 (x0) 0, 
0 

酌 4.2 考虑 空间 红 0,1)， 它 由 闭 区 策 [9,13 二 的 一 切 扩 有 笠 处 
处 有 限 的 可 测 函 数组 成 . 令 范 数 


1 zl= {er1r pe Yas, 


则 St0, 1) 成 为 拓扑 线性 空间 ， 这 时 其 中 含 吉 点 的 开 上 是 子 祝 必 与 
全 空间 相同 ， 究 实 上 , 设 球 了 好 (0) 舍 于 开 凸 于 人 棠 开 肉 . 任 取 x,E 
SO,1)， 取 #>>17a, 并 令 


zal), rE (tl, 二 
(1) = ”< 
0， 其 它 
而 
则 liel= 们 ”faCDVEI+lee(D13jdeslya<a， 


及 而 xsE B.(0) CU， 由 0 的 凸 性 知 =- 二 人 we EV, 所 以 8(0,1) 
b=i 


=U, 因 此 5 (0,1) 上 没有 非 零 的 连续 线性 泛 函 ， 

5, 共 轿 空间 

在 拓扑 线 竹 空 闻 天 上 一 切 连 续 线 性 泛 阔 用 平常 方式 引进 线性 
运算 ,使 它 成 为 线性 空间 , 称 为 它 的 共 罗 (或 对 侦 ) 空 间 , 记 为 入 "或 
Xs, 

沙 式 是 饶 范 线性 空间 , 则 和 * 依 范 数 

| FHA sup df Cs#)| 

成 为 赋 范 线性 空间 ， 

设 革 是 匡 可 多 藻 空 介 , 记 芒 p+ 为 Xp 的 共 郊 空 何 , XX? 的 元 过 
能 便 同 于 世上 不 大 于 上 p 阶 的 连续 线 柱 泛 衣 《 敌 依 空间 关 s 的 范 激 
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连续 的 线性 泛 话 ). 弄 然 , ” 阶 连 续 线 性 泛 落 在 球 

1 zs1， Hx lps ls 
上 有 辕 ， 因此 ， P 阶 连 兵 线性 沁 沙 也 属于 pi pies ” 于 兹 我 
们 得 到 了 一 系列 包含 关系 六 ?TY CX2C CX; 


实际 上 ,因为 X* = | X?, 营 f 是 2 阶 连 续 线 位 泛 欧 , 则 对 于 


[IA | fi， 


而 县 有 中 了 下 p 基 | fy 二 宇 … 
下面 讨 论 有 界 集 。 
在 赋 范 线性 空间 久 内 集 8B8 当 且 仅 当 
if(B)|Asuplf (| < + oo 
时 有 界 . 类 似 地 ,有 

定理 4.15 ” 赋 可 列 范 空间 无 内 的 集 B8 有 界 的 充 要 条 件 是 ;对 
于 任意 的 1fEX*, 有 |(B)|< 之 ++， 

证 ， 设 B 有 界 ， 洪 feEX*, 则 对 于 某 一 个 自然 数 p ,1E Xs， 
因为 8 在 每 一 个 赋 范 线性 空间 六 ; 内 有 界 , 所 以 上 (8B)| 之 ww 及 
之 ,车 对 于 任 音 环 ?内 的 任意 ,11(B)| 之 0, 则 8 在 每 一 个 关 5 内 
都 有 界 ; 从 而 首 基 内 有 界 . 日 


35 了 强 拓扑 与 弱 拓 提 


1. 强 拓 站 
设 X 是 拓 扩 线性 空间 ,我 们 定义 X* 内 零点 的 强 馈 域 为 集 
Vd, A{H DD) < 时 
这 里 ,4 是 站 内 的 任意 有 界 集 , 8 是 任意 正 实数 ， 易 证 定理 1.6 的 
条 件 成 立 , 于 是 用 强 邻 域 作为 零点 的 邻 域 基 可 定义 X* 的 丘 扩 ,我 
们 称 这 种 拓扑 为 强 按 丰 ， 对 于 赋 范 线性 空间 , 它 辣 范 数 上 fi| 的 拓 
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扩 重 合 ， 依 强 拓 提 收 伏 的 序列 称 为 强 政 谣 序 刚 ， 强 有 究 性 、 强人 六 
包 等 概念 可 类 伺 定 尺 ， 

定理 5.1 著 葡 满足 第 一 可 列 公 理 , 则 XX* 依 强 拓 扩 是 完备 
的 ， 

证 ， 著 {fs} 是 依 强 拔 扑 的 柯 西 序列 , 则 对 于 任意 的 x*EX， 
{fat*)} 是 人 条 西 数列 ， 令 f(x) =limjn (*) ， 则 了 是 线 社 的 , .而且 对 
任意 有 界 集 有 4 己 区 ,因为 {| ft)1} 是 有 界 序 列 ; 从 和 1 和 (D1 过 0. 
由 定理 4 3, f 是 连续 的 。 又 旱 然 依 强 拓 盾 f 一 > 中 

定理 5.2 当 生 仅 当 集 8'CX* 在 每 一 个 有 界 案 4 忆 XN. 上 有 
界 , 即 当 旧 仅 当 对 任意 育 猎 集 4cX, 有 

上 旦 7 Asup CD < 
时 ,BB/ 是 强 有 界 集 ， ， 

证 ， 设 吾 " 强 有 有 界 , 则 对 于 任意 强 邻 城 7(4 1) ,存在 为 >0, 使 
得 B/C MT7(Cd,T1)， 于 是 |8/ (| < 和 反之， 若 对 于 任意 有 界 集 
村 C 太 ,|B | 二 ce, 则 对 于 人 < 内 零 扣 的 任意 强 邻 域 了 = 下 (4 ,8) 
和 > |B'{A)| je 时 B’' 包含 在 #F 内 ,所 以 8 强 有 界 ， 

定理 5.5 车 无 满 尼 第 一 可 到 公理 , 则 集 8B8’ CX* 为 强 有 界 的 
充 要 条 件 是 ， 它 的 每 一 个 元 素 在 和 内 零点 的 某 一 个 邻 域 上 有 界 .， 

证 必要 往 . 荐 结论 不 真 ; 则 存在 序列 {xnjneny xnE 忆 (这 侯 
U,V =1,2, yy {Ua} 是 六 内 零点 邻 域 基 . » ;又 有 有 序列 {f 
中 ,使 得 |fa(xn)| 一 >, 和 序列 {xw} 的 有 界 人 性 落 秆 . 

充分 性 . 任 取 ffE3  , 则 3VEYU 使 得 在 UU 上 有 界 。 对 下 
内 每 一 个 有 界 集 4 ,3 则 >>0, 屠 得 11(A4)| 志 M, 于 是 1B'CD|= . 
sub (| 寺村 。 由 定理 5.2 知 8 是 剖 有 有 界 的 . 0 

定理 5.4 设 臣 是 轿 可 列 范 空间 , 集 BCX* 是 强 有 界 的 充 驾 
条 件 是 ， 它 包含 在 某 一 个 芯 ? 内 , 而 且 依 半 ? 的 范 数 上 ， lls 有 和 愉 . 

证 ， 著 引 一 和 而 且 依 X$ 的 范 数 有 界 , 则 B' 在 和 内 零点 的 
学 城 


站 闻 虽 


{x|xEX, (|| xily< 工 
上 有 界 , 因 而 在 无 内 任意 有 界 集 上 有 界 , 出 定 迎 5.2 知音 强 月 和 舞 . 
民 之 , 浴 B” 是 强 有 办 的 ,， 则 由 定理 5.3 知 站 种 内 替 司 的 某 一 
个 邻 域 
= 
王 青 界 ， 念 佑 71 志 计 ,如 B'CX;, 而 且 对 任意 EB' ,|iflp 鞠 
Mi/#, 二 
2., 异 斤 扑 
下 # 内 零点 的 亚 邻 域 定 义 为 
VV ,Xo m0) 
{| rd| ef ERYF=1,2,." 14}, 
这 里 和 ERG =1,2; 19) ,10 为 自然 数 ， 
:局 样 ,由 弱 邻 域 作为 零点 的 邻 城 基 可 定义 X* 的 测 范 扑 . 弱 收 
化 性 ,加 闭 包 , 弱 有 界 性 等 概念 可 瞻 似 地 定义 ， 弱 拓扑 并 然 弱 于 强 
拓扑 ， 纺 然 ,对 于 任意 *#EX, 有 fr(2) 一 > 时, 冶 列 {fj 弱 下 
化 于 了 ， . 
定理 5.5 设 瑟 是 赋 可 列 范 室 间 . 落 序 更 {fC 交 * 对 于 处 的 
税 密 子 集 六 内 的 任意 点 *， 总 有 frt2) 一 30, 而 且 是 强 有 界 的 部 
测 , 风 对 于 寿 演 x* EK, J 一 300n 一 一 > 00). 
征 ， 由 定理 5.4,fs 是 某 个 XX$ 内 的 有 界 集 , 而且 对 于 任意 * 
全 有 4, 有 fC) 一 一 > 站 ， 由 于 有 4 在 六 诊 禄 密 , 岂 以 它 在 县 肉 简 密 , 再 
化 为 赋 范 线性 空间 来 证 即 可 .了 
注 ， 集 中 弱 有 界 的 充 要 条 件 是 :对 于 在意 *EX,sup,| f Cx) 
< 二 coo， 强 有 界 集 蜗 热 是 弹 有 界 的 .对 于 完备 赋 可 列 范 空间 而 容 ， 
弱 有 鼻 集 也 强 有 拭 , 即 有 以 下 定理 ， - 
定理 5,6 设防 是 完备 峰 可 列 范 空间 , 则 XX* 的 弱 有 有 界 集 必 为 
强 有 界 集 . 
证 ， 设 B' 晒 弱 有 界 傈 , 令 
间 3 和 


F={x]xEX, | <1, YIEB'), 
则 是 闭 、 屿 、 对称 与 吸收 集 。 册 定理 53,2, 玉 包 含 六 内 零点 的 邻 
域 WH。 因 海 B8' 在 上 有 界 , 它 在 六 的 任意 有 界 子 集 上 也 有 界 , 同 
定 进 5.2 知 8/ 强 有 替 。 呈 

又” 设 蕊 是 宛 备 赋 可 列 范 空 间 , 刚 XY* 内 的 弹 收 语序 列 是 强 有 
界 的 . 

定理 5.7 设 苹 是 完备 吴 可 列 范 空间 , 则 XX* 关于 弱 拓 扑 是 完 
各 的 .， 

证 ， 设 {js 是 税 西 序列 ， 则 对 于 任 党 x*&A， Fx) A lim fa (4) 
存 痊 .由 定理 5.6 知 , 对 于 任意 有 界 集 ACX， 相 在 常数 C， 使 

ntAy| 委 Cs 因此 |1(4)| 志 C5C， 而 且 由 定理 4.3 知 j 连续 ， 最 后 ， 
{fa} 下 收 钱 于 1 成立， 了 

定理 5.8 设 羡 是 完备 荆 可 列 范 空间 , 则 XX* 内 的 序列 {fa} 习 
收 谣 于 了 的 充 要 条 件 是 ，fs 与 f 莉 属 于 同一 个 3, 而 县 在 AX? 内 
{fn} 加 收 敲 于 f， 

证 ， 设 在 XX* 内 {fx} 弱 收 傅 于 上， 则 {fr} 是 强 有 界 集 ， 由 定理 
5.4, 它们 同属 于 某 个 XX? 内, 而 和 且 在 其 中 组 成 有 了 异 集 .。 不 失 一 般 
性 , 假定 也 属于 辐 一 个 X33。 由 于 站 在 六 ; 内 牧 窗 ,而 且 在 关上 
有 和 扣 (7 一 > 了 (7) ,从 而 对 任意 *EXs 卫 收 误 。 反之 是 平常 的。 

5. 艾 内 的 强 拓扑 与 组 皂 扑 

下 过 X* 的 强 拓扑 与 弱 拓 扩 能 定义 不 的 两 种 拓扑 

《1》 强 扬 朴 : 用 下 内 零 的 强 邻 域 

V=V(B’, eA{ rl Hy)) <a, FER’Y 
定义 ,这 里 B' 是 攻 * 内 的 任意 源 有 界 集 ; #>0. 
(2》 细 拓 扑 ， 用 蕊 内 等 的 强人 针 各 ， 
环 = 邢 ( ,fn;e) 
OLr| lx) et ,2,19} 
定义 ;这 里 话 ;…', fm 莉 福 六 ”内 变化 ,mm 是 在意 正 整 数 , 2 疡 00, 
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显然 , 缠 拓 扑 弱 于 强 拓 扑 ， 一 般 说 来 ,天 的 三 种 拓扑 一 -原来 
拓扑 , 强 拓 丫 与 弱 拓 站 都 不 相同 ,但 在 完备 赋 可 列 范 空 间 内 却 有 : 

定理 5.9 车 XX 是 完备 赋 可 列 范 空间 , 则 了 的 拓扑 等 价 于 它 
的 强 拓 扩 . 

证 ，X 内 零点 的 每 一 个 邻 域 VA{ 7| 上 x* 上 <<8} 也 是 等 点 的 
强 邻 域 ， 事 实 上 ,着 xEV, 则 对 于 

BA{FIIER:, | flis 1} 
内 一 切 f ,都 有 ]fC7)|<s， 反 之 , 营 对 于 一 切 1EB8’, 有 C2)| 过 
8; 则 取 卫 ,使 得 fx) =i|x*lip, 从 而 *EV， 因 为 8 人 强 有 界 , 敦 广 是 
0 的 强 邻 域 ， - 

反之 ,零点 的 每 一 个 强 邻 域 包含 原来 拓扑 的 零点 的 邻 城 . 设 吕 

是 义 内 零点 的 强 邻 域 ,有 即 
UA{zx| Fe <e, YFEB’), 
这 里 8 是 X* 内 的 强 有 界 集 . 由 定理 5.4, 存在 自然 数 上 ,使 得 
对 于 一 切 了 JEB',B'CX?, 而 且 站 fip 志 CC; 因 此 UV 包含 集 
UA{ zi le/c, yiEX?, | f lls= 1}. 
而 U, 恒 等 于 下 内 零点 的 邻 域 {*| 有 el 过 a/C}, 因此 二 邻 域 组 等 
价 ， 中 

定理 5.10 ” 著 蕊 是 完备 赋 可 列 范 空间 , 则 羡 内 的 集 4X 是 强 有 
办 的 充 要 条 件 是 妈 强 有 界 ， 

证 ， 昌 然 , 强 有 界 性 覃 泛 弦 有 界 性 . 反之 , 设 4 是 弱 有 界 集 ， 
中 当 和 充分 小 时 , ?44 包含 在 任意 给 定 的 零点 的 弱 邻 域内 ,因此 对 
于 任意 的 1E€X*, 对 于 一 项 XE 有 4 时 |) 之 0, 这 里 C 是 依赖 于 于 
的 常数 ， 由 定理 4.15 知 妇 有 界 . 了 

系 ”在 完备 赋 可 列 范 室 间 内 , 寅 收 化 序 列 是 强 有 界 的 . 

证 ， 因 弱 收 敏 序列 是 弱 有 看 的 、 0 


。82 。 


$6 完全 空间 


在 有 限 维 空 间 中 , 每 个 月 界 集 都 是 相对 紧 的 。 这 种 性 质 在 分 
析 中 起 着 重要 作用 ， 另 一 方面 ,在 赋 范 线性 空间 中 有 黎 斯 定理 : 若 
空间 站 内 每 一 个 有 界 和 集 都 是 相 对 紧 的 , 则 臣 必 为 有 限 维 的 。 因 此， 
对 于 有 界 集 是 相对 紧 的 赋 范 线性 空间 ， 从 泛 函 分 析 观 点 看 玉 意 义 
不 大 ， 然而 如 果 离 开 赋 范 线 性 空间 而 讨论 拓扑 线 性 空间 , 则 其 中 
一 切 有 异 集 都 皇 想 对 紧 的 一 类 空间 ,对 分 析 来 说 就 显得 重要 了 .这 
闫 空间 就 是 完全 空间 . 

1. 完 全 空间 概念 

在 拓 着 线性 定 间 五 内 , 若 4CX 是 列 紧 的 , 则 4 有 和 异 . 事 实 上 ， 
若 不 然 ,将 存在 零点 邻 域 局 与 序列 {xs} 己 4, 使 得 xn/#ED, 但 这 时 
{ze} 的 任何 子 列 {x1} 痢 不 收 敏 , 因 海 ,车 +1 一 >x*, 设 V 是 等 后 的 
均衡 邻 域 ,使 得 V+ YCU, 由 于 xX/#" EV ,而 且 对 充分 大 的 ， 有 
(一 EV 从 阳 xnr/# EC, 示 盾 ， 

若 ACX 是 紧 的 ,由 4 是 有 昼 的 .事实 上 ， 对 等 点 的 任意 均 黎 
邻 域 如 ,任意 给 定 *EX, 假 定 4= 4 充分 大 , 则 *E4D0, 于 是 从 履 
盖 4 的 集 AD 中 可 选取 有 限 多 个 ,例如 1D, 和 D0 ,hm0 仍然 履 洲 
4. 令 h= mazx [41, 则 AC2U， 

上 述 两 个 命题 之 逆 一 般 不 成 立 . 

定 兴 6.1 设 革 是 完备 赋 可 列 范 空间 . 若 XX 内 每 一 个 有 界 集 
是 相对 列 紧 的 , 则 称 天 是 完全 空间 ， 因 臣 是 完备 碟 量 空间 ,车 我 们 
用 紧 性 代替 列 紧 性 , 便 得 到 等 价 的 定义 . 

设防 是 局 部 此 空间 ， 车 下 内 每 一 个 闭 , 凸 对 称 与 吸收 集 必 包 
含 0 的 邻 域 而 且 有 界 集 是 相对 紧 的 , 则 称 是 亚 逢 尔 (Moanteb 空 
间 ， 显 然 , 完 全 空间 是 孟 德 尔 空 间 ， 

下 面 我 们 给 出 判定 完全 空间 的 条 件 ， 
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定理 6.1 设 X 是 完备 赋 可 列 范 空间 , {pn} 是 正 整数 的 增加 
序列 。 车 从 依 上 外 * |lp。.， 有 和 异 的 任意 集 4CX 都 能 更 出 依 下 的 
柯 西 序列 , 则 下 是 完全 空间 ， 

证 ， 其 需 和 证明 每 一 个 有 界 集 ACX 是 紧 的 .因为 集 有 44 依 范 数 
上 |. 有 界 , 于 是 它 包 含 依 范 数 由 * | 的 柯 西 序列 ， sy zisy 
x1p，"…， 此 序列 依 范 数 上 ,lis, 有 界 , 从 而 包含 依 范 数目 * | 和 , 的 柯 
四 序列 ;X92 py， 继续 下 去 ,就 得 无 很 和 阵 ， 

Tp lay rg ips 


Tas Faz ps ops 


和 


其 中 第 # 个 序列 依 范 数 外， ||。， 是 柯 西 序列 。 于 是 对 角 加 序 列 
{fxa 依 每 一 个 范 数 | * | =1,2,…) 都 是 柯 西 序列 ;从 而 依 每 一 
个 范 数 | ls 也 是 柯 西 序列 , 即 它 是 下 内 的 柯 西 序列 , 因此 有 极限 
*0: 妈 区 是 完全 空间 ， D 
例 8.1 (Dw) 是 完全 空间 ， 
证 ， 设 4 (2vw 依 范 数 
| x [pmaxit 下 


有 界 ， 因为 函数 *2 (FE 的 一 阶 导 消 数 依 条 件 有 界 , 则 
出 阿 斯 科 且 -阿尔 采 拉 (Ascoli-Arzela) 定理 ,从 其 中 能 选 出 在 紧 
集 N 上 一 致 收 仑 的 序列 。 + 了， Xn 人 (6) ,由 于 一 切 
函数 za 人 八 的 小 于 ?一 1 防 的 一 切 导 函数 可 和 白 序列 {fzn 0()} 求 积 
分 得 到 ,于 是 它们 也 组 成 紧 集 六 上 的 一 致 收 伍 序 列 , 即 序列 {tw(D} 
依 范 闭 上: lls. 收 仑 ,因此 女 依 范 数目 * lls 是 紧 的 , 即 (DD 是 完 
全 空间 . 

定理 6.2 在 完全 空间 五 内 , 咽 收 敛 重合 于 强 收 合 . 

证 ， 只 侣 证 明 弱 收 敏 董 作 强 收 总 团 可 ， 设 xr 一 一 六 弹 )， 由 定 

s 有 本 


还 5.10 的 系 , 它 强 有 界 , 乎 是 和 对 列 妈 因为 ,车 序列 {xe) 不 强 收 
仇 于 洋 ; 则 必 存 在 强 路 证 从 而 弱 殉 语 于 某 一 个 * 直 0 的 子 央 列 
{x44} ;这 不 可 能 .。 口 

定理 6,35 完全 空间 多 对 于 弱 招 提 是 完备 的 . 

证 ， 设 序列 {x*}CX 是 弱 柯 西 序列 , 则 对 于 任意 了 ER， 数列 
人 zu) 收 分 , 即 {xza 弱 有 办， 由 定理 5,10, 它 也 强 有 界 , 从 从 是 扯 
对 列 紧 的 ， 由 于 美满 是 第 一 可 列 公 理 , 所 以 它 和 包含 有 强 收 就 于 x* 
E 和 的 子 序列 {xe}j， 再 由 上 的 连续 性 知 fs 一 >Fz) ， 而 序列 
{f(xn)} 宁 身 是 收 分 的 ,所 以 x0) 一 > 并 xz) ， 即 {x"} 咒 收 伊 于 * ,从 
而 无 实 于 开拓 着 是 完备 的 . 中 

定理 6.4 尘 臣 是 完全 空间 , 则 共 轩 空间 X* 内 的 弱 收 银 重 合 
于 强 收 合 . 

证 : 设 对 于 任意 *EEX,Jn(7) 一 一 00w 一 co0),。 则 在 XX 的 任意 
有 有 界 子 集 内 一 致 地 有 有 天 ( 习 一 >0, 否 财 必 在 某 一 有 异 子 泥 4 肉 有 
序列 {zn} 村 正 数 2， 使 得 Im(za|>>8， 又 因 序 列 是 有 界 的 ， 必 有 子 
序列 {xn,} 是 强 收 敏 的 , 设 收 和 伍 于 x ,于 是 对 于 XX* 内 任意 有 有 蜡 集 
号 ,在 B’ :上 一 用地 有 fx — 的 一 一 > 特别 ,了 到 B’ = {fn,} 得 

fn Rn) = fn, rns — fn 0 

入 盾 ， 友 之 蝇 然 成 立 ， - 曲 

我 们 还 可 以 短 到 斑 列 更 精确 的 定理 . 

定理 6.5 设 X 满 足 定理 6.1 的 假设 , 序 州 {fs} 弱 (或 强 ) 收 唐 
于 0 ,; 则 在 在 自然 数 ,使 得 依 羡 ? 的 范 数 有 记 一 ?0, 反之 是 平常 
的 

证 ， 央 为 序 列 {fr} 是 有 界 集 ,因此 对 某 一 个 自然 数 7 ,有 川 六 | 
<C、 由 于 成 在 关内 箱 密 , 所 以 {jx} 在 六? 内 弱 收 分 于 0. 设 P 
是 使 得 匡 z 内 每 一 个 有 界 集 都 在 Xr 内 相对 列 紧 的 自然 数 ， 则 
Hsp 之 ,而 且 在 区? 内 他 收 人 语 于 0， 下面 证 明 |fsl|s 一 一 0, 究 
竺 上 上 ,车 结论 不 成 闻 , 必 首 六; 的 某 一 个 有 界 集 4 内 有 序列 {x*s} 与 


* 89 


?0 使 得 |fa(*w)|>>s， 取 {xs,} 是 胖 + 内 的 政 伍 子 序列 ,而 且 记 它 

的 极限 为 ,得 
Fra )| < fr Cras — 2 + |fns ))| 

fa lhe is 一 < 二 zi —>0, 

子 盾 . 曲 

2. 共 恩 空间 内 的 有 界 集 

车 勾 是 完全 空间 , 则 X* 不 再 是 完全 空间 , 因为 它 不 是 轿 可 刚 
范 空 间 , 但 是 入 * 内 的 有 帘 于 宫 也 是 相 对 列 紧 的 ， 为 比 ; 先 证 明 下 
列 定理 ， 

定理 6.6 着 区 是 可 分 的 完备 践 可 列 范 空间 ， 则 及 内 的 每 一 
个 有 和 挤 集 依 加 拓扑 是 裙 圣 列 基 的 . 

证 设 {xr} 是 下 内 的 稠密 序列 ,给 定 任 意 苞 限 有 和 界 集 好 忆 
X” ,选取 对 于 每 一 个 xm 收 伍 的 无 限 序列 {fw} ( 仿 定理 6.1 之 证 ， 
由 标准 的 对 角 线 方法 作出 ) .由 于 {x*r} 在 区 内 稠密 , 从 而 在 某 一 个 
Xp 内 秽 密 ,因此 {fn} 在 羡 p 内 弱 收 傅 于 EXX;。、， 特 别 , 由 于 对 于 某 
一 个 ,有 lfrljs 二 CC, 于 是 对 于 任意 *EX, 剖 有 f(x) 一 >1(*x), 即 
{fs} 在 瑟 上 弱 收 证, 而 且 它 的 弱 极 限 fEX*， 站 

为 了 证 明 完 全 空间 的 共 匈 空间 内 有 界 子 集 的 相对 列 紧 性 ， 只 
需 证 明 下 列 定 理 ， 

定理 6.7 完全 空间 是 可 分 的 . 

证， 著 一 切 室 间 天 都 是 可 分 的 , 则 在 每 一 个 ? 内 可 取 可 数 
碘 密 子 集 5;CCX, 则 U Sz 在 内 阐 密 ， 囊 实 上 , 涛 *EX, 必 存 
在 .xp 扎 Sp, 使 得 :|xp 一 x <1/p 对 任意 疡 成 立 . 六 为 了 之 & 时 ， 

四 xp— zl lxs — xllps 
所 以 在 天 内 xp 一 2， 

为 了 完成 证 明 , 我 们 要 证 明 一 切 4* 都 是 可 分 空间 、， 基 不然， 

一 定 丰 在 不 可 分 空间 5,， 为 简单 起 网 ， 取 po。=1. 和 若 对 于 任意 
+» Ab * 


#E ,在 区 内 存在 序列 {x»}, 使 得 对 于 性 意 *EX, 和 某 一 个 iEN， 
用 一 * 由 过 1/n; 列 关 | 应 是 可 分 的 ,因此 存在 8 = 1/#0, 使 得 任意 
序列 {xa} 雹 上述 性 质 ， 现 在 考虑 有 下 列 实质 的 一 切 集 4CX 的 全 
体 ， 对 于 4 内 的 任意 两 点 x 和 yy， 使 得 [|x 一 yll 宇 e， 依 A CB 定义 
半 序 A 夺 B8, 则 集 4 的 每 一 个 全 序 子 集 有 上 界 , 即 它们 的 并 , 由 坦 
转 引 理 { 见 第 0 音 $1), 专 在 极 大 棠 , 记 为 Z, 即 Z 委 4 时 必 有 2 = 
4， 电热 ,对 于 任意 的 zy?EZ, 有 ||l* 下 ea， 而且 对 于 在意 
7 后 于 ,有 YEZ 使 得 由 -3<e. 所 以 Z 是 不 可 数 的 . 
困 为 苇 包 售 在 球 | 中 入 < 坟 和 (和 = 1 2 …)? 的 并 内 , 则 对 于 某 一 个 
Hy | 
ZAZN i | ||x| <m,} 
是 不 可 列 的 ， 类似 地 ,对 某 一 个 m,, 集 
Zs= 2 {||* <} 
是 不 可 列 的 ， 桂 等， 继续 下 未， 得 到 对 于 任意 上 自然数, 在 Xp 内 
有 界 集 
Zn=2N {x | xlp imp} 

是 不 可 列 的 对 于 任意 自然 数 p, 在 Zp 内 取 *y, 使 得 当 P 半 # 时 ， 
xp 十 x， 于 是 我 们 得 到 一 个 在 和 内 有 界 而 没有 收敛 子 序 列 的 序列 ， 
这 同 蕊 是 完全 空 阿 的 假设 矛 牛 .了 

综合 定理 6.4、 定 理 6.6 与 定理 8. 7 我 们 得 到 

定理 6.8 若 革 是 完全 空间 , 则 X* 内 的 有 罩 集 依 弱 拓扑 与 照 
拓扑 都 是 相对 列 紧 的 

5. 抽象 画 数 的 积分 

设 *=*() 是 从 周 区 间 [a， 到 完全 空间 XX 内 的 连续 冰 数 ， 对 
于 任意 1fEX*, 睁 合 省 数 关 9) 三 (x 0)) 也 和 连 壬 ,而 且 积 分 


PA Lim BH) A 
存在 ,这 里 At 全 maxArs, 习 为 有 限 和 ， 央 为 右 演 等 于 
+ BF +t 


limf (Bx (Ar), 
而 zxt)Ar 弱 收 丝 , 而 且 负 定理 6.2 知 #(i)Ats 在 时 内 收 襄 ， 


记 这 个 极限 为 | x(9dr 称 为 CD) 从“ 到 五 的 积分 , 妈 


人 zar= lim 已 zcDArr。 (6.1) 
上 式 左 边 满足 标准 积分 的 一 切 基本 性 质 ， 特 别 有 ， 

lim —1 | GDdi= 0), (8. 2) 

二 ga 


(sa = lz) lands (0. 3) 

第 一 个 公式 由 应 用 任意 1EX* 于 两 边 得 到 ， 而 第 二 个 公式 可 
直接 从 (6.1) 式 得 到 ， 

积分 定义 能 立刻 推广 到 = (4…1n) 的 情形 ， 标 准 重 积分 的 
基本 手 质 在 这 里 也 成 立 . 

4, 算 子 序列 的 量 收 族 性 

设 七 和 Y 是 数 域 及 上 的 拓扑 线性 空间 ， 考 谍 从 X 到 了 内 的 连 
续 钱 性 算 子 的 全 体 ， 当 以 月 然 方式 定义 加 法 与 数 乘 时 组 成 线性 空 
间 ， 荐 久 = 站, 则 定义 算 子 4,B 之 积 A48 为 ， 

(ADYx = AtBxY (xE 大 ?。 
映 久 到 Y 内 的 连续 线性 算 子 .4 的 共 思 简 于 A* 定义 为 
(Atg,x) = (8 Ax), (x EX EEY) 

则 A 是 从 YY* 到 XX* 内 的 线性 算 子 .容易 看 出 , 当天 * 与 Y* 同时 
赋予 强 拓 间或 弱 招 盾 时 , A4* 也 是 连续 算 子 .车 4 是 从 区 到 YY 上 的 
河 有 古 有 映射; 则 -4 是 从 Y 了 * 到 XX* 上 的 同 腑 贼 身 . 

车 对 于 任意 *E 苇 , 依 强 ( 避 ) 招 拉 有 45x 一 ->Ax(#-> coo), 则 称 
序列 {4dr} 依 强 ( 弱 } 拓 站 收 合 于 4. 

定理 8.9 设 久 和 Y 都 号 完备 峰 可 询 范 空间 ,An(# = 12，…) 
是 从 有 卫 到 六 内 的 连续 线性 算 子 ， 若 45 弱 收 敛 于 4， 则 4A 也 是 迷 续 

» HH. 


线性 算 字 ， 
和 证， 4 最 然 是 线 恬 的 ， 对 于 任意 [EY*, 定 义 
fx) = BA 2), fr) = ECAX), 
则 EX ， 而且 fs 死 收 敏 于 1， 由 定理 5.6 的 系 ，f 丰 有 有 界 集 
吾 之 三 上 有 界 , 即 对 于 任意 中 EY*, 集 {gtAx)1xE8B8} 是 有 界 的 . 
由 定理 4,15, 对 于 任意 有 界 集 BCX, 集 {Ax | x*EB} 有 界 , 从 而 4 
是 有 界线 性 算 子 .由 定理 4,3, 它 是 连续 的 . 0 


$7 拓扑 线性 空间 的 归纳 极限 与 并 


在 4 内 研究 赋 可 列 范 空间 时 ， 我 们 兽 得 到 X*= 【x3, 而 


目 X* 内 的 收 病 性 和 有 界 性 可 转化 为 X* 内 的 相应 性 质 . 这 启示 
我 们 把 它们 推广 到 一 般 情 形 . 

1, 局 部 凸 空间 的 归纳 极限 

定义 7.1 设 汪 (与 都 是 局 部 凸 空间 ，o 取 训 某 一 个 有 了 向 


集 1 ,而且 X = Xe， 又 假设 q<B 之 意 为 XX 而 且 XX 人" 


的 拓扑 强 于 和 2 的 拓扑 ( 即 从 美人 到 关 下 二 的 胰 射 xx 连续 ) . 
阁下 列 福 质 成 六 ;对 于 任意 凸 集 FX, 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 a Ei， 
FV XX 者 是 天 叶肉 零点 的 邻 城 时 ,F 是 天 内 零点 的 邻 域 , 中 称 
和 是 大 的 归纳 极限 

情 7.1 已 知人 Zr) 是 局 部 凸 空间 ， 当 六 取 遍 R" 内 一 切 紧 子 
集 时 , (Da 的 归 铺 极限 是 本. 证 明 克 算 三 章 定理 3. 1， 

下 面 我 们 总 假设 着 疙 区 ) 的 轨 纳 极限 . 

定理 7.1 从 空间 XX 到 局 部 凹 空间 Y 内 的 线性 算 子 和 4 连 综 
的 充 要 条 人 忻 是 ， 女 在 每 个 站 内 的 限制 是 连续 的 ， 

证 ， 必 要 性 . 设 4 在 名 上 连续 ， 则 对 Y 天 零 点 的 任意 止 邻 城 
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U, A710D) 是 内 零点 的 同 邻 域 ， 因 焉 440O) 们 XX 是 关内 学 
点 的 邻 域 ,因此 4 在 关上 的 限制 连续 . 

充分 性 . 设 4 在 每 个 *“ 内 的 限制 连续 , 则 取 避 的 意义 如 上 ， 
对 于 任意 0 4 TD 由 对 是 人 内 零点 的 分 域 ， 因此 4 也 是 
XX 内 零点 的 邻 域 ,从 而 4 在 XX 上 连续 ， 

现在 考虑 了 是 序列 的 特殊 情形 ， 设 站 CXOYC 区 C 
而 且 设 每 一 个 总 的 拓扑 是 由 关 *“… 诱导 的 拓扑 则 称 训 是 Xe 
的 严格 归 纳 极 限 . 当 羡 ‘是 弗 乱 希 空间 时 ， 世 称 X 交 LF 室 
间 . | 

定理 7.2 空间 XX 内 # 一 7x 的 充 要 条 件 是 : * 与 xs 部 属于 
某 一 个 痊 (w), 秃 县 在 着 内 ,X00). 

证 ， 充分 性 显然 ， 只 证 必要 人 性， 不 失 一 般 性 ， 可 取 *=0. 者 
zs 不 是 都 属于 某 一 个 关 w’， 则 存在 两 个 序列 {2} 与 {X33} Cm 
=m/(# 而且 2 四 依次 随 站， 的 增 大 而 增 大 )， 使 得 守 
肝 ,X ww 声 久 (m 而 当 太 #7 时, XX )， 对 于 每 一 个 场 和 令 
Fn 7 是 天 人 内 鲍 二 mn 人 时 不 包 合 的 零点 的 此 邻 域 ， 则 mn 
(zw } = 好 . 因为 也 = (em 是 关内 不 与 集 {fz} 相 交 的 零点 的 人 
域 ， 这 同 在 关内 mm 一 > 0 的 假设 矛盾 , 因此 存在 wo 使 得 zj 天 
Ken), 

设 对 于 一 切 zm>>zoo 时 {zs}CXm), 我们 必须 证 明 在 X'"* 内 有 
zz- 一 >0. 用 反 证 法 . 若 结 论 不 成 立 ， 则 有 和 零点 的 邻 域 玉 ™》 记 
Xer 使 得 本 Co 不 与 1zo} 的 某 一 个 子 序列 相交 ， 为 简便 计 , 仍 记 


此 子 序列 为 {zaj， 则 当 丈 六 to 时 , 令 本 (是 站 ?内 零点 的 邻 域 ， 
而 且 使 mw 之 mo 时 ,= 和 Wm 因为 Lxn}CXim ?而 


WN (xa) = 多， 因此 得 天 = 开导 是 芷 内 零点 的 一 个 不 与 
- erm 


{xi 胡 交 的 邻 城 , 这 与 在 忆 内 有 3 一 ?0 一 >cc) 的 假设 矛盾 .0 
| 汪 和 9 当 


定理 7.5 室 间 和 内 子 集 刀 是 有 办 集 的 充 要 条 件 是 ， 8 包含 
在 某 一 个 下 中 肉 ,而且 是 站 (内 的 有 界 集 ， 

证 ， 充分 性 显然 ;只 证 必要 往 ， - 

车 8B 不 包含 于 某 一 个 苹 (m 内 ， 则 仿 上 定理 之 证 , 必 存 在 两 个 
序列 {xw} 与 {X } 使 得 {xnr} 呈 B, 而 且 当 上 >/ 时, zx 区 大 
而 En/ 时 x EXO 令 Vm 是 Xm 内 使 得 和 二 #7 了 时， 
EmVm 的 零点 的 分 域 ， 则 Vm 站 {fx} = 信 ， 又 集 V= 


UY? 是 XX 内 零点 的 邻 域 , 而 且 因为 


kV (| UU er JUCU 了 tm )， 


对 于 任 党 自然 数 ， {x } 不 包含 于 VY 内 ,由 于 六 是 症 邻 域 , 对 对 
任意 和 >0, 有 界 集 {Xa} 不 包含 在 4V 内 ,这 不 可 能 
设 对 于 一 切 mWos 有 了 CCXcm . 医 8 在 Xm 内 不 是 有 界 集 ， 
则 对 于 X=? 内 零点 的 某 一 个 邻 域 Wm?,，B 不 包含 于 任意 Wm! 
内 ， 优 定理 7.2 之 证 ， 从 Wm? 构造 Wm ， 则 8 不 包含 于 任 余 


Wm 内 ,从 而 8 也 不 包含 于 任意 %W 内 ,这 里 玉 =【」】 Ww. 因 


mm, 
为 本 是 于 内 零点 的 邻 域 ,这 不 可 能 ， 所 以 定理 成 立 ， 站 

定理 7,4 若 每 一 个 Xm 是 完备 的 ; 则 其 是 完备 的 . 

证 ， 仿 于 定理 证 之 .。 日 

茜 每 一 个 基 (mm 满 足 第 一 可 列 公理 ,f 是 六 上 的 线 福 泛 函 ;出 当 
自 权 当 在 广内 x 一 一 0 草 含 六 ro 一 > 人 了 时 ,在 三 上 连续 . 又 当 
且 仅 当 了 有 界 时 ， 了 在 筷 上 连续 ， 

定理 7.5 若 和 拇 一 个 X 是 完备 跑 可 列 范 空间 ， 串 驻 的 共 轿 
空间 X* 是 依 弱 拓扑 的 完备 空 间 .… : 

证 ， 设 {fs} 是 弱 柯 西 序列 ， 则 它 的 极限 是 每 一 个 Xm 上 的 
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连 绿 线性 汉 沙 ， 再 应 用 定理 7,1 即 可 ， 

定理 7.6 车 每 一 个 X‘m 都 是 完备 噬 可 列 范 空间 ,而 且 召 " 于 
X* 是 吗 有 界 的 , 即 对 于 任意 *EXX,supli(x)i<<oo, 则 8” 是 强 有 界 
集 , 即 对 于 藉 内 任意 有 有 界 侍 4, 有 sup|f(x)1<o0. 


+ 


证 ， 上 出 定理 7, 3,4 包含 于 某 一 个 关 吕 内 ,因此 B' 在 (Xm)* 
内 弱 有 界 ,应 用 定理 5.6 和 定理 5,2 即 可 . 1 

定理 7.7 若是 从 XX 到 局 部 凸 空间 Y 内 的 线性 算 子 , 而 且 每 
一 个 空间 了 ‘中 满足 第 一 可 列 公 理 , 则 当量 仅 当 *% 一 > 0 昔 侣 dxa 
—> 人 0 时 ,有 4 是 连续 的 ， 

定理 7.8 沙 4 是 从 下 到 局 部 凸 空间 YY 内 的 线性 算 子 ,而 用 每 
一 个 室 间 闫 各 满足 第 一 可 列 公理 , 则 当 且 仅 当 4 有 界 时 ,4 是 连续 
的 . 

这 两 个 定理 韵 证明 可 由 定理 7.1 至 定理 7.3 以 太 定 理 4,3 与 
4,4 得 潭 . 

2, 打针 线性 空间 的 并 

定义 了 .2 设 _ 

C1) 她 {=; 都 是 拓扑 线性 空间 (m=1,3,…) ,而 县 半 ( 己 革 人 忆 


pe 。 二 各 U mm), 

(2》 久 (nm) 的 拓扑 强 于 由 站" 诱导 的 拓扑 ， 

(3) 及 为 线性 空间 3 

《4) 对 于 任意 序列 {xn} 二 沪 ， 当 生 仅 当 xn 和 x* 同属 于 荣 一 个 
Xm ,而且 基于 到 tw) 内 的 拓扑 有 or 一 >% 了 时 。w 在 忒 内 收 敏 于 
党 

(5) 当 且 仅 当 集 召 包含 于 每 一 个 半 'm 内 而 且 在 着 内 有 和 界 
时 , B 是 曙 内 的 有 界 集 ， 
则 称 # 为 空间 序列 {XX'* 的 可 列 并 空间 . 
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例 7.2 空间 玉 是 腻 可 列 范 空 词 站 (号 ) 的 并 ,这 时 号 取 届 "内 
一 切 紧 子 集 . 四 

注 ， 我 们 不 能 定义 XX 的 捷 盾 ， 然 而 能 以 自然 方式 继续 定义 钱 
性 证 函 与 线性 算 子 的 连续 性 与 有 蛋 性 概念 如 下 : 当 且 仅 当 线性 认 
汪 在 每 一 个 天 人 :上 工 连 续 ( 有 界 ) 时 , 称 了 是 连续 (有 看) 的 一切 连 
续 线 性 泛 函 的 集 记 为 XX*, 竹 XX* 内 能 引入 两 种 收敛 概念 ， 车 对 于 
任意 《EX 有 六 (xz) -一 > 人， 则 称 六 绚 收 敏 于 0 车 关于 关内 有 
办 集 的 每 一 点 % ,fa(*#) 一 至 收 钱 于 0, 则 称 坏 强 收 训 b 于 9， 

设 集 B'CX#， 着 对 于 任意 x*EX( 有 界 集 B 呈 XX), 提 数 集 

{f(x) | FEB’} (f(x) | x EB,fEB’}) 
是 有 蜡 的 , 则 称 3 是 弱 ( 强 ) 有 寞 的 ， 若 ”是 完备 颖 可 列 范 空 
间 , 划 XX* 内 的 暗 有 界 性 蓝 售 强 有 界 性 . 

定理 7.1 这 定理 7.3 的 结论 对 上 述 定 义 仍 成 立 , 定 理 7.4 与 定 迎 
7.5 对 可 列 并 空间 也 保持 正确 (其 中 淆 {xs} 是 菜 个 空间 Xm 内 的 柯 
西 序列 , 则 称 它 是 于 内 的 柯 西 序列 )， 于 是 , 若 每 一 个 Xm 满足 第 
一 可 列 公 理 , 则 线 许 记 画 了 连续 的 充 要 条 件 是 ， 它 在 着 的 每 一 个 
有 界 华 上 有 界 , 或 在 革 内 x 一 请 0 河 ,f#a) 一 > 0 。 而 从 五 到 了 
四 的 线 竹 算 子 4 连续 的 充 槛 条 件 是 : 4 把 天 内 的 有 界 集 有 映 戌 Y 
内 的 有 界 集 ,或 在 革 内 xfs 一 230 时, 在 了 内 有 Axn 一 > 0 。 此 外， 
定理 4.3 也 成 立 ， 

着 也 是 空间 (的 可 列 并 空间 ,而 且 滞 一切 久 'm) 与 一 其 
Y‘ 中 都 满足 第 一 可 列 公 理 , 则 从 处 色 Y 内 的 线性 算 子 连 钞 的 充 要 
条 件 是 ， 在 关内 xs 一 0 时 ,在 yY 内 有 Axs 一 > 0、 显 然 , 当 且 仅 
当 4 有 界 时 , 4 是 连续 的 ， 

若 女 连续, 则 如 前 定义 4 的 共 轿 算 子 A*。 容易 看 出 , 当 对 于 
文科 ("i? 莉 定义 有 弱 收 宫 与 强 收 人 敏 概念 时 , A* 是 从 Y* 到 六 
内 的 连 泡 算 子 ， 又 设 如 人 = 1， 2，…) 是 从 天 到 了 由 的 连续 线性 
算 子 ,者 对 于 任意 有 界 集 BCAX ,存在 着 其 一 个 Ym) 包 合集 


和 自 对 = 


Aoi {| #EB, n=1,2,..,} 
和 而且 对 一 切 充分 大 的 #, 了 (路 内 符 点 的 任意 邻 域 包 含 集 { 4,x|* EB} 
村 , 则 称 4 定 半 内 的 有 异 集 上 一 致 收银 于 0. 
可 列 并 空间 的 概念 能 推广 到 集 组 {XX}。er ,其 中 1 是 一 个 
有 商 集 ,这 了 时 丢 于 为 汪 4) 的 并 空间 ,可 以 某 伺 地 基 至 几乎 是 迁 字 
逐 名 地 定义 和 叙述 并 空间 内 的 概念 和 定理. 例如， 洲 一 切 各 和 
* 都 属于 其 一 个 和 "而且 在 此 和 Xe) 内 ww 一 >x*， 则 称 在 瑟 内 mm 
一 >x 等 等 ， 详 兄 参 考 文 献 35 和 42， 


二 妆 是 = 


第 二 章 “基本 空间 与 广义 函数 


广义 范 数 理论 本 质 上 是 基本 空间 上 的 证 兽 分 析 ， 广 义 函 数 的 
基本 运算 ,性 质 和 有 关 的 概念 都 是 从 基本 空间 所 共有 的 解析 性 质 
引导 出 来 的 ， 在 本 章 内 ,我 们 首先 给 出 基本 空间 概念 ,研究 两 类 基 
本 室 间 其 {Mz 和 Z{Mp} 的 初等 性 质 ， 在 5 内 正式 定义 广义 壤 
数 概 念 ,讨论 它 与 古典 的 局 部 可 积 函 数 及 测度 的 关系 .在 6 内 讨 
论 广 义 逊 数 的 基本 运算 . 在 $7 与 $8 讨论 6 型 序列 和 发 散 积分 
的 有 限 部 分 ， 最 后 ,在 8 9 以 研究 {Mp} 广义 函数 的 结构 来 结束 
本 章 . - | 


$1 引 言 


1. 引 理 

函数 是 数学 分 析 中 的 一 个 基本 梳 念 .按照 古 帆 的 函数 定义 ,所 
谓 实 变数 的 实 函 数 是 指 实 数 集 到 实数 集 之 间 的 机 射 . 这样 定义 的 
函数 在 某 种 程度 上 的 确 反 映 了 现实 忆 界 中 两 个 变量 之 间 的 关系 . 
可 以 说 ,在 19 世纪 和 20 世纪 初时 ,数学 分 析 的 整个 进一步 发 展 ， 
实质 上 是 遵循 着 这 个 定 尺 可 能 展开 的 方向 前 进 的 ， 一 方面 ,客观 
实际 的 需要 促使 数学 本 身 的 发 展 ， 使 得 人 们 有 必要 把 函数 概念 于 
-以 扩充 人 们 开始 研究 所 谓 集 函数 ( 俩 如 勒 贝 客 测 度 可 以 视 为 可 
测 集 的 函数 , 它 的 变 元 是 可 测 集 , 函数 值 是 该 集 的 测度 . ) 和 泛 函 
《 即 函 数 的 函数 ) .这 样 的 概念 提供 了 近代 实 函 才 论 、 积 分 论 和 这 上 新 


学 95 攻 


分 析 理 论 的 基础 、 另 一 方面 , 直 然 科学 ,特别 是 近代 物 椰 学 的 发 展 
表明 ,古典 的 函数 概念 是 不 够 用 或 不 完全 适用 的 . 例如 温床 是 一 
个 宕 观 的 概念 ,要 说 某 一 点 的 温度 实际 上 是 无 意义 的 ,有 意义 的 是 
某 一 区 域 中 的 平均 温度 ; 磷 量子 为 学 申 广 泛 地 应 用 着 8 函数 的 概 
念 , 它 在 全 站 线 上 除去 一 点 外 处 处 为 0 ,在 这 一 点 处 函数 慎 为 无 限 
大 ,而 在 整个 直线 上 的 积分 值 却 是 1 . 这 在 古典 的 函数 概念 中 表 
现 出 不 可 克服 的 矛盾 试想 一 个 仅 在 一 点 不 为 0 的 函数 ,是 几 平 
处 外 为 0 的 , 它 的 积分 值 应 当 是 汪 , 怎 么 可 能 为 1 网? 矛盾 的 产生 
只 能 说 明证 典 的 沂 数 概念 还 不 能 完全 适应 客观 规 律 ,6 国 数 不 是 
古典 意义 下 的 图 数 , 必 须 推 广 男 数 概 念 ， 全 得 新 的 通 数 概念 包 反 6. 
函数 和 一 系列 新 的 研究 对 象 ， 

在 古典 数学 分 析 中 ,许多 分 析 运 算 要 受到 较 天 的 限制 .数学 分 
析 的 进一步 发 展 ,虽然 使 一 些微 积分 运算 和 极限 运算 的 限制 得 以 
放宽 (例如 黎明 (Riemann) 可 积 放宽 为 谣 风 格 可 积 》， 但 是 那些 必 
要 的 严格 ,甚至 是 繁 颈 的 条 件 的 考虑 了 ,大 大 限制 了 数学 分 析 方 法 
的 灵活 返 用 ,这 也 说 明和 需要 冲破 古典 分 析 数 学 中 洱 数 概念 的 框架 . 

本 世纪 40 年 代 左 右 建立 起 来 的 广义 函数 论 就 是 为 了 解决 上 
述 问 题 的 一 种 党 试 ,1950 年 到 1951 年 , 施 瓦 兹 《Sechwart2)》 的 两 卷 
专著 分 布 论 了》 出 版 ,标志 善 广义 函数 论 从 积累 材料 阶段 过 渡 到 以 
整理 材料 为 主 的 理论 综合 阶段 。 以 后 , 盖 尔 只 特 (era 中 aHI) 学 
派 又 推广 了 施 瓦 兹 的 结 疤 ,首先 使 用 广义 函数 一 词 , 重 新 系统 地 讨 
论 了 广 交 画 数理 论 坟 及 与 它 月 甘 的 分 析 上 的 问题 ,把 分 析 . 沁 了 男 分 


他。 例如 种 续 画 数 不 一 定 能 求 导 ! 一 航 可 导 逊 数 不 一 定 有 高 阶 导 冰 数 "对 于 画 数 列 
求 导 画 . 数 的 运算 与 妇 到 送 算 不 一 定 能 次 热 ， 喜 其 疯 ， 交 litmafm(z) 奔 在 硬 上 且 
f' mt) 存在 时 ,极限 函数 的 导 函 数 (Lim fat) 与 母 函数 到 的 极限 limf(%) 下 一定 
都 弃 在 ,即使 它们 都 存在 时 也 不 一 定 相等 ， 又 如 常数 血 获 1 的 全 里 叶 变 换 足 发 雪 的 广 
多 积分 [2 eirid# ,一般 情况 下 它 无意 久 ,于 是 ,向 傅 代 陡 变 撞 等 一 一 些 有 为 的 分 棉 工 
胞 在 庶 用 时 联 受 到 较 开 的 找 制 。 
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析 , 微 分 方程 论 , 广义 随机 过 程 . 局 部 紧 李 群 的 表示 论 以 及 各 种 空 
间 上 的 调和 和 分 析 等 一 系列 问题 与 广义 函数 联系 起 来 , 充分 利用 了 
汰 时 的 马 有 成果。， 保 哥 留 波 夫 (了 onromz6oeay 及 其 台 作 者 抒 广 六 
潜 数 论 成 动 地 应 用 于 量子 力学 ,使 它 成 为 研究 微观 世界 (基本 粒子 
理论 ,量子 场 论 ) 的 必 不 可 少 的 工具 ， 现 在 广义 函数 论 已 成 为 有 众 
多 分 支 的 一 门 学 科 , 有 着 光明 的 发 展 前 景 ,可 以 期 符 它 将 为 现代 数 
学 ,现代 物理 学 各 工程 技术 蝎 好 地 服务 . 

2. 基本 空间 多 与 分 布 

我 们 从 量子 力学 中 常用 的 4 函数 开始 .设想 在 一 根 无 限 长 细 
大 上 有 有 一 质量 分 布 , 仅 集中 在 *=0 处 , 总 质量 为 一 个 单位 ， 这 总 
思 是 说 ,有 一 个 假想 的 密度 冰 数 6(z) ， 当 xx 二 0 时 ,2 = 0, 丰 *= 
处 ,密度 是 无 限 大 , 而 密度 函数 的 积分 值 为 总 质量 1 , 即 


全 -5coaz= 1 ， 


这 种 假想 的 密度 函数 已 超出 了 通常 函数 概念 的 范围 ， 但 它 却 在 现 
实 世界 有 了 原 型 ， 帘 且 在 工程 技术 中 也 常 遇 到 ， 例 如 无 钱 电 工程 中 
考察 脉冲 , 在 航 短 的 瞬间 爆发 出 一 个 单位 能 量 的 信号 ,这 就 和 上 述 
质量 分 布 的 情形 相似 

从 6() 的 性 质 , 我 们 还 可 以 形式 地 认为 , 对 于 一 切 连 续 函 数 
9 人 (9 ,应 该 有 | 


[ewpnd=p), a.D) 


当 多 (5 一] 时 ,这 个 式 子 成 为 | 6x)ds=1. 
(1. 了 D 式 可 以 由 下 式 看 由 
| cpr) -pt0s na | 


= | Cpe) - 9(0))6(z)dz| 


+ 和 身 7 * 


< maxlp(*) 一 oof Crd 


= ‘maxigpex) 一 90 一 人 0 (e307). 


其 中 e>0， 请 注意 ,因为 8(z) 是 假想 函数 ,所 以 积分 | ”6(edy 


的 意义 蜀 时 还 不 清楚 ， 上 面 的 推论 只 是 形式 上 的 说 明和 假想 的 推 
论 , 不 能 算 作 严 格 定义 ， 我 们 下 面 的 任务 是 给 广义 函数 (包括 这 种 ， 
5 函数 ) 以 严格 的 数学 定义 , 它 的 基本 思想 是 ， 由 积分 


| oC)plr)de 一 CD0)， 


可 以 认为 6(*) 是 连续 函数 空间 上 的 连续 线性 泛 阔 。 这 启发 我 们 , 
如 果 把 连续 函数 空间 进一步 效 小 , 其 中 的 收 歼 性 进一步 那 强 ,那么 
在 这 个 空间 上 的 连 针 线性 泛 函 一 定 更 多 ， 为 此 我 们 给 由 下 别 定 
光 ， : 

”定义 1.1 设 乡 表示 一 维 欧 几 里 德 (Euclid) 空间 R: 上 无 限 次 
可 微 而 且 在 某 个 有 限 区 间 外 为 0 的 次 数 全 体 ,按照 通常 的 加 法 和 
数 乘 使 它 成 为 一 个 线性 空间 , 在 其 中 定义 极限 概念 如 下 ; 设 mE 罗 ， 
pnE 本 ,站 =1 2 和 ， 沙 

(1) 存在 一 个 与 无关 的 公共 有 限 区 间 [a, 幻 ， 使 得 一 切 pa 
在 Ca, 外 为 0 

(2) 在 有 1! 上 ,对 于 每 一 个 非 负 整数 4, 序列 {yp 外 "一致 收 证 于 
pOD， 当 g=0 时 ,认为 psx) 与 9'0(7) 是 连续 函数 ， 
则 称 序 列 {gps} 在 锭 中 收 笋 于 gD, 记 为 ps 一 2p( 急 )， 称 多 为 基本 空 
间 , 它 的 元 素 称 为 基本 函数 .( 参 着 第 一 章 例 1.6) 

注 ， 挛 间 多 的 这 种 收 黎 性 概念 不 能 用 度量 室 间 的 极限 来 琢 
述 ， 即 ,不 能 定义 一 个 距离 p, 使 得 ps 一 >p( 多 ) 等 价 于 p(n, 站 ) 


.30 (一 3coc). 


容易 看 出 ,在 多 中 着 gps 
9 闻 中 


PB ,Oo IE on——>0, 


> 
分 # 扩 十 bre >ap 十 四 第 (名 )， 
即 中 的 续 性 运算 连续 . 四 
定义 1.2 设 f 了 是 多 上 的 连续 线性 泛 落 ,依据 施 瓦 兹 , 称 /为 
分 布 . 
广 ， 分 布 是 广义 函数 的 一 种 . 
例 1.1 对 于 任何 固定 的 正 数 zs, 作 函 数 
已 [zl<a 
P00 站 il>a 
虹 然 p(x,9) 包 多， 这 个 函数 也 称 为 球形 函数 ， 时 它 阳 发 可 作出 一 
系列 基本 郧 数 ， 
例 1.2 设 {5o}+C 及 ,bm 一 >0, 那么 
Pr bn — PRD). . 


但 是 如 果 bm 一 >oo, 令 al) = 一 Lx 一 bm9)， 这 时 尽管 对 于 一 


(1.2) 


切 非 负 整数 p, {Drgpm} 许 Ri 上 一 致 收敛 于 0, 但 是 它 不 满足 多 中 
函数 列 收 敏 定义 中 的 条 件 (1), 因 为 这 时 使 pm 不 等 于 0 的 集 是 以 
bm 为 中心,6 为 半径 的 邻 域 ， 由 于 加 一 一 so， 故 这 些 邻 域 当然 不 
能 容纳 在 一 个 公共 的 有 限 区 间 中 ,所 以 序列 {9m} 在 多 中 不 收 全 于 
任何 函数 ， 

定义 1.3 没 1(*) 在 全 一 有 限 区 间 上 沟 为 勒 客 可 积 的 ,出 
x) 为 局 部 可 积 函 数 . ~ 

例 1.3 设 天 和 ) 是 局 部 互 积 函数 ， 我 们 在 上 定义 泛 函 


TO pf ,pp) = | fC) pr)ds. (Pp EB) 
由 于 x} 局 部 可 积 , 而且 p(*) 古 某 一 个 有 限 区 间 外 为 6 所 以 上 
述 积分 尖 意 僚 ， 了 {时 然 是 线性 入 国 ， 由 于 当 pn 一 (BB) 时 ， 
一 切 pm 必 会 在 某 一 个 与 嫩 无 闫 的 公共 有 限 区 阅 由 ,让 且 在 其 中 
* 9 » 


一 至 收效 于 op, 所 届 (f oo 一 > 人 0 因此 7T( 们 又 是 连续 的 下 
对 于 每 一 个 局 部 可 积 国 数 访 对 座 于 了 的 证 函 是 一 个 连续 线性 泛 
函 。 还 可 以 证 明 这 种 对 应 是 一 对 一 的 ,有 即 如 果 积 分 


| wp dr=0 


对 一 切 利 E 成立, 则 大 z = 0,p.P,( 见 后 面 定 天 5.4)， 这 样 ,局 
部 可 积 函 数 就 可 以 一 对 一 地 棚 入 全 的 泻 水 级 性 泛 函 空间 , 作为 它 
的 一 部 分 ,我 们 称 它 为 函数 型 分 布 或 正则 分 布 ,否则 称 为 非 正 则 分 
布 或 宣 异 分 布 . 

例 1.4 现在 我 们 可 以 给 本 节 开 始 时 引进 的 6(x) 一 个 严 插 的 
数学 定义 ， 营 乡 上 的 连续 线性 汉 钞 由 下 式 给 定 ; 对 一 切 p55E 多 ,对 
应 数值 p(0), 则 称 这 一 泛 酒 为 6 函数 . 挤 委 话说 ,对 于 一 切 gE2， 
有 (6,p9) = gp(0)， 这 一 定义 正 是 


| scowcoax = pm0) 


的 严格 必 ， 

为 多 上 的 连续 线性 泛 另 是 不 难 验 证 的 ， 事 实 上 ,因为 

Sap+p¢) = ap+ BE) = ap(0) + BY OD) 
=atd, pmp) + Pd,Yy), 

所 以 为 线性 的 ,又 当 pr 一 > (多 ) 时 ,意味 着 在 任何 有 有 限 区 阿 上 
各 附 导 函数 一 致 收 合 ,当然 更 有 pn 中 一 >900), 即 (56, pa) 一 一 > 
(6, 9). : 

从 例 1.3 和 和 1.4 知 ,我 们 确实 得 到 丁 一 个 新 的 研究 对 象 一 一 分 
布 ， 它 包含 通常 的 局 部 可 积 画 数 ， 又 包含 超出 通常 函数 概念 的 非 
正则 分 布 在 内 (网 定义 5.6 的 注 )， 它 还 包括 一 系列 其 它 的 非 正 
由 分 布 , 所 以 是 一 种 广 居 国 数 .对 于 它 的 基本 性质 和 运算 ,我 们 将 
在 以 后 各 节 用 更 一 般 的 方式 来 讨论 . 
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$2 基本 空间 的 概念 

从 工 一 节 分 布 的 引入 可 知 , 要 推广 函数 概念 ,必须 董 先 槐 造 基 
本 空间 ,然后 才能 定义 其 上 的 连续 线 伯 泛 隔 .因此 ,我 们 先 板 造 共 
本 空间 ， 

1. 直 本 空间 的 定义 

在 集 三 上 定义 的 阔 数 22 所 组 成 的 品 部 西 室 间或 其 竹 巴 称 
为 医 本 空间 .为 也 后 更 好 地 研究 广义 函数 ， 我 们 还 必须 作 “ 些 
更 具体 的 规定 . 

定义 2.1 在 # 维 实 (或 复 ) 空间 R" (或 C*) 上 定义 的 实 (或 
复 } 值 函数 集 中 ,车 满足 下 列 条 件 ， 

(1) 多 是 完备 的 由 可 列 范 空间 或 它们 的 可 列 并 空间 | 

(2) 车 在 多 内 的 函数 列 qn 一 0， 风 对 任意 点 * 全 RR” (或 
C0"), 总 有 Timgpm(*0) = 0s 
则 称 2 为 基本 空间 或 试验 空间 ,中 的 元 素 称 为 基本 函数 或 试验 备 
数 . 

注 ， 因为 基本 空间 外 是 线性 空间 , 所 以 在 它 里 二 定义 极限 序 
到 gpm 一 二 时 ,只 要 定义 零 序 列 , 肥 wm 一 一 0 即 可 。 

"这 里 零 元 素 是 恒 等 于 0 的 娩 数 .序列 (ga 在 基本 空间 泡 内 
疏 筑 于 极限 9, 我们 记 为 
pn—>pD) 或 limgn = p(®D). 


2. 天 { 计 ,} 空间 类 
下 而 我 们 给 下 琴 类 基本 空间 ,第 一 类 在 R" [定义 , 第 二 类 在 
C* 上 定义 ， z 
1 2,1) 


这 里 训 p(x) 在 Rr 上 上 定义 ,而 县 机 ,(x) 扎 co、 我 们 假定 在 R&R" 的 每 
=。 IOi* 


一 点 或 者 一 切 M, (x) 都 县 有 限 的 或 者 全 都 为 co. 记 Ry 为 M(x) 
都 等 于 co 的 点 集 ,Rs 为 Ru 在 及 "内 的 余 集 ， 我 们 假定 在 Ra 上 的 
一 切 My 部 是 连 桂 的 ， 为 了 避免 纠 编 于 边界 细节 ， 我 们 假定 Ryz 的 
边界 的 勒 见 悦 测度 为 0、 

设 在 Ra" 或 Ca 上 定义 的 复 值 遂 数 gg 满足 下 列 条件， 

《1)》 对 于 任意 09 所! 所 Pp,1 志 PP 之 coo, 有 PPC) = 0 CE Ru), 
这 里 lgl= at w+ 二 Gn 假定 0roo=03 

2) Mp(x)D"p 是 Kz 上 的 连续 有 界 通 数 ， 

将 一 切 上 述 首 数 的 全 体 表 示 为 上 tMp}， 它 显然 是 线 住 空间 . 
它 的 拓扑 由 范 数 序列 

lolls =8up sap Mp) Dp) (Po) (2.2) 
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确定 . 
注意 , 若 Rs 为 图 集 , 财 守 件 (1) 表 示 9 的 支 举 中 世 于 RE 内 . 
”这 种 空间 的 -一 个 例子 是 了 (QD) 或 Dol 是 紧 举 )， 这 时 取 


Mp(#) = -| CH (3) 
信也 有 和 六 5 馈 ) 表 示 D( 如 )。， 当 仙 是 区 辣 风 /| 志 ajy(j=1， 
5 时 简 记 为 K(a)y, 


另 一 个 重要 例子 是 空间 $,5 的 元 案 是 C7(R") 急 减 阔 数 gg, 所 
谓 急 减 钞 数 ,就 是 对 任意 的 和 二 (aa pa) 和 目 然 数 p, 存在 


正 整 数 Cmps 满足 下 列 条 件 

|Pmegkz)|sCmpACl + lx?)? (2.4) 
的 C" 函数 .5 显然 是 线性 空间 .车 由 {2.2)? 式 定义 筷 的 拓扑 ,网 * 
是 赋 可 列 范 空间 ,这 里 

Mp(lx) = (1+ |xEy?. (2.5) 


于 是 , 若 序 列 {yjsenC3 各 阶 导 应 沾 Dmgyl#) 在 R” 的 每 个 紧 子 
集 寺 分 别 一 致 收 化 于 0 ,而且 区 于 和 企 意 的 = 《mi + Ts 三 | 
全 即 业 {zheotzys 所 0 } 后 闭 世 , 记 为 sDppp 或 caT9。 


a 全 他 之 * 


然 数 b， 必 存 在 一 个 与 | 无 关 的 常数 Cmp; 使 得 
DrgpsolE Can/ (1 + lzp)?, 

WH p05). 

在 8 3 内 将 证 明天 (Mao 空间 是 完备 萄 可 列 范 空间 ,从 而 
是 基本 空间 ,而 县 在 MMs 满足 某 种 条 件 下 , 它们 是 完全 空间 . 特别 ， 
K() 与 5 都 是 完全 空间 

由 定义 , 急 减 疼 数 9 的 意义 就 是 当 |4 一 ->oo 时 , 9 的 各 阶 导 
函数 都 比 的 0, 也 可 写 为 

limlxPl Dnp(a)| = 

第 三 个 基本 空间 区 由 在 空间 R" 无限 可 各 的 复 值 到 数 

得 成 的 线性 空间 ， 它 的 一 个 零点 邻 域 基 由 下 殉 零 点 邻 城 组 给 定 ， 
Vim,e, BA{p | Protn|<e, rE NR,|p Em}. 
这 里 的 点 为 任意 非 负 整 数组 , z 是 任意 正 数 , 而 只 是 Re 内 的 任意 
紧 子 集 , 则 它 成 为 局 部 耳 空 条 , 记 为 E .如 令 
[lw lim = pd, [Droptx)!, m= 1,2,°": 

则 五 为 完备 赋 可 列 范 室 疝 ,这 时 计 p5(#) 三 1 ( 它 也 是 完全 空 司 ), 于 - 
是 志 为 基本 空间 ， 向 且 KCSCE. 

可 以 证 明 , px 一 >0(E)》 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 每 一 个 ps 序列， 
{Drgpy} 在 R" 的 每 个 有 界 集 上 一 致 收 雍 于 0， 

显然 ;车 pi 一 3063), 则 gs 一 >0(B)s 友之 不 成 立 ， 例如 取 

P(r) = exp{— r+ zy, 

这 里 |x* 州 ce 时 pO E), 但 p> O00F), 由 此 可 有 见 ， 空间 5 的 把 
扑 强 于 空间 下 年 3 上 诱导 于 的 拓扑 ， 其 它 重 要 例子 参看 后 面 参考 
文献 36. 

3.Z{ 计 5} 空间 业 

第 二 类 基本 空间 由 序列 {Ms(z)} 定 义 ， 这 里 *=Y*+ 边 跑 遍 复 
4 维 欧 天 空间 C", 而 My(z) 对 于 一 切 2 是 实 值 连续 函数 , 而 且 对 
于 某 一 个 实 值 连续 函数 C(y) 有 
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OC EM) EM EM 《2 6) 
考虑 在 C* 上 定义 而 且 使 范 数 列 . 
el 人 sup Mo Cr) gz)) (1 去 p<coy》 -+ (2.7) 
莉 是 有 限 的 一 切 整 浮 数 gt#) 的 全 体 ,由 此 范 数 列 确 定 捷 扩 的 上 述 
函数 室 间 记 为 Z{ 计 ,;}。 若 取 


和] =e ol + Iz)? = eT olsl Tida +|zs])?, (2.8) 


这 里 4 是正 向 量 ( 即 和 六 0,1 专 1 志 #1}, 则 得 到 满足 条 件 
(1+ elt es) SCre nl (OR<o0) 《2. 9) 
的 指数 型 整 函数 空间 灾 , 记 为 和 0o), 这 里 Cz 是 依赖 于 gp 的 常数 . 
在 8 4 内 和 将 证 明 空 间 Z{MHs} 是 完备 赋 可 列 范 空间 , 而 且 在 时 * 满 
足 某 种 条 件 时 它 是 完全 空间 ， 特 别 ,2(9) 是 完全 空间 ， 
在 广义 小 数论 里 覃 用 到 各 种 不 同类 型 的 基本 空间 ,在 讨论 符 
定 问 题 时 应 选择 适合 问题 的 将 性 的 基本 空间 ,有 时 还 要 对 基本 答 
闻 的 定义 作 适 当 修 政 ， 
-平面 定理 对 于 任意 基本 空间 者 成 立 . 
定理 2.1 车 基本 空间 多 是 包含 空间 站 (加) 的 完备 赋 可 列 范 
空间 , 则 当 序 列 {em} 在 关 ( 吕 ) 的 拓扑 下 收 仑 于 零 时 , 它 也 在 中 的 
拓 扩 下 收 钱 于 0. 
证 ， 若 Ppm 一 >0CKK( 昌 ;而且 gm 一 一 >%*《 2)， 则 由 定义 2.1， 
对 于 任意 *ER" 或 C" 时 , p*+(x)= 0, 因此, 作为 DP 的 元 素 有 六 * 
=0, 于 是 其 ( 昌 ) 和 下 的 拓扑 是 和 和 谐 的 ， 册 第 一 章 的 定理 4.7,， 当 
站 m 一 >0( 天 ( 吕 )) 时 有 ga 一 全 OP) 
系 车 旬 是 完备 赋 可 列 范 空间 Bw’? 的 可 列 并 空间 ,而 且 对 于 
某 一 个 吉 ; 有 必 ( 昌 ) 己 古 , 则 定理 2.1 上 成立， 


中 设 1(2) 是 定义 在 Ce 上 的 整 丽 数 ， 阁 存 在 正常 数 和 4 及 BB, 使 f(z 所 Bos4al， 
则 称 ft5} 肯 指数 型 ， . 


* 了 门生 = 


83 空间 KCMp) 的 完 省 性 与 完全 性 


1. 完备 性 
首先 , 对 于 国定 的 自然 数 p, 考虑 满足 下 列 条 件 的 Cr(R") 淫 
数 pt 即 具有 吉 到 户 阶 连续 导 函 数 的 隐 数 ) 的 全 体 ; 
(1) p(t*) 太 其 前 户 阶 导 闲 数 在 Ry 上 为 03 
(2) 连续 函数 太 p(x)D"gp(x) 对 一 切 加 所 pp 不 Ry 上 有 界 ; 
则 它 构 成 线性 空间 ， 在 其 中 引进 范 激 
{pipAsup sup Mp(x) {Dp Cx) 《3.1》 


[ 和 
记 为 p， 我 们 有 : 
引 理 1 完备 空间 . 
证 : 疫 (。 是 区 内 的 柯 西 序列 , 则 对 于 任意 lj| 近 久生 如 与 
+* 忆 Rs ,有 
| 也" 的 可 人) -Degsta| Mes) Dgn(x)— Dome(tx)l 
S|pn — Pellp em, (3.2) 
这 里 六 一 一 co 时 ，sm 一 一 0， 因 为 (3.2) 式 的 左边 对 于 一 切 *E Ru 
部 是 0, 于 是 在 R"” 二 有 "pm 一 > 了 ou 一 臻 成立， 特别 , 由 紫 得 
guE Cr(R") 及 在 及 wx 上 对 于 一 切 |a| 所 ?时 ,Dpo(x) =0， 在 (3.2) 
式 内 令 训 一 >o0, 进 一 步 得 
Mytx) DD ogn(r) ~ Dopotrx) em (YE RLY, (3.3) 
因此 
Mplr) D'or en + pn|ls. 《3.4》 
由 素 可 知 |poils 存 在 , 即 Pr Bs. 不 等 式 (3.3) 证 明了 
(pn — polls sm—>0; 


即 pw gu( 首 ?) ,所 以 本 ?是 完备 空间 ， 


* 1]05» 


车 上 述 柯 西 序列 的 元 素 pn€ 芋 = 天 (于 由, 则 极限 当然 也 征 邓 > 
内 ,因为 B@ 关 于 范 数 上 :上 的 完备 化 由 甸 内 一 切 柯 西 序 列 的 极限 得 


. 到. 记 这 个 完备 化 为 Bp, 它 是 丁 。 的 线性 子 空间 ,因为 = 站 甸 i， 
而 县 多 Cs 二 西 ;, 所 以 我 们 得 到 


$= K{M,} = NN By 《3.5) 
对 于 任意 gE, 我们 有 

wll llplhs .<pllse*. {3.6) 
引 理 2 对 于 任意 自然 数 ?之 1,9 之 1, 范 数 对 | |s 和 |* 是 和 


得 入 
证 ， 只 须 证 上 明 , 若 {pm} 二 , | geljs 一 ->0,， 而 且 对 于 任意 发 疡 
二 于 一 一 > Co s [| pm 一 Prllp Eem, 当 gn 一 >0 时 lgmlls— >0. -由 于 
Mt) 关 全 则 当 |oals 一 > 时 推出 ,对 于 任意 *ER", 都 有 gpm(x) 
一 一 起 . 另 一 方面 , 洲 镍 oem- ge 一 一 人 六 一 >cc) 则 对 于 任意 *E€ 
R*, 有 gnlx) 一 9o(x) ,由 极限 的 歇 一 性 结 p;(X) 三 0, 用 (3.3) 式 得 
z Mop(x) Dpntt)|<em, 0 : 
由 第 一 章 定理 3.1, 我 们 证 明了 下 列 定理 ， 
”定理 3.] K{ 计 yg} 是 完备 贼 可 列 范 空间 . 
2. 完全 性 
“我 们 将 证 明 当 下 列 条 件 (P) 被 满足 时 ,K{Mp} 是 完全 空间 . 
定义 3.1 者 对 于 人 竹 意 自然 数 2 ,存在 自然 数 Pp’ 省 2, 使 得 对 
于 任意 #0, 必 有 荣 一 个 No>0, 当 |x| 汪 No (xR 或 Mp(x) > 
NotzERs) 时 ,推出 Mo(*) eM 《2z)， 则 称 函 数列 {加 5(x)} 满 足 
条 件 (P). 
若 对 于 一 天 *, Mrfz 是 有 限 值 函数 ( 即 Ry = 应 )， 则 条 件 () 
等 价 于 下 列 命题 ， 
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对 于 任意 整数 p 关 1, 对 应 一 个 整数 " > 使 得 
lim MpCxy/M,, (x) =0. (3.7) 
注意 , 若 条 件 (B) 成 立 , 则 对 于 任意 al<p,p EK{My} 时 有 
MtxID pe— 0 (Go 或 Mptr)———300),. (3,.8) 
事实 上 , 若 上 式 不 成 立 , 则 对 于 某 一 个 志和 某 一 个 wa， 必 存 在 序列 
{yw}， 当 |*n| 一 >co 或 者 Mi(xw) 一 >co 时 ,有 筑 数 C>0, 使 得 
Mo(xm) Dp rn) | 0. 
但 是 另 一 方面 , 当 mm 一 co 时 ， 
My, Crmn)lD'plrn)|— 0, 
同 | 上: 过 ce 矛盾 . 
定 3.2 攻 序 列 {gw} 及 其 各 阶 导 了 苞 数 序列 {D"gpn} 社 尺 * 的 
每 一 个 有 喜 集 上 一 致 收 伍 , 则 称 序 昼 {gan} 为 固有 收效 ， 
避 理 5 设 
《1) 瑟 数 列 {Matz)} 满足 条 件 (P)i 
《2)》 六 数 序 训 {pn} 寺 K{Mp); 
《3). 函数 序列 {9mj 固 有 了 政 茹 于 0 
《4) 对 于 任意 整数 p 宇 1, pajl 科 Cr( 即 {topmj 是 天 时 内 的 
有 界 政 钱 序 列 》3 
出 对 于 任意 整数 p 宕 1pnlip 一 >0, 即 pm 一 >0CK{Ms}). 
证 ， 给 定 自然 数 了 ,如 在 条 件 (P) 内 选择 Pp , 使 每 对 于 任 蔚 
0 当 |z| 盖 站 或 MM5(*)>>N(xER%) 时 有 
Myr) (aCp, YM,, (x), 
则 对 于 任意 |e| 委 纪 有 


Ma(z)1Degpm(z 


M,, (x)D" gmx) 


£ 
Crp: 

<(e/Co pa 8. (3.9) 
因为 在 Rs 内 , (3, 9) 式 可 能 不 满足 的 点 集 工 包含 在 14S&N 和 
Mp(l*) 之 NN 内, 我们 能 取 me 充分 大 ,使 得 雪 守 mo 时 ,对 于 一 切 *EE 


ma Or * 


也, 有 的 而 对 于 一 切 *ER 有 
Mx) DD pn(s)|<s 

成 并 ,于 是 当 向 宇 mo 时 有 ||gpmllz 三 zs， 虽 

系 ” 若 孙 数 序列 {gm} 二 KK{M9}) ,| pnllp 所 Cp 对 于 一 切 自然 数 
了 成立, 而 且 19m} 加 有 收 就 于 gos 则 puE KLMp}, 而 且 gm 一 > 
Pot KlM,}). 

证 ， 对 于 任意 整数 公演 1 当 an = 2Cp 时 (3,2) 式 成 立 . 令 有 一 > 
coy 得 (3.3) 式 ,因此 (3. 4) 式 成 立 ， 从 而 对 于 任意 自然 数 ,|igpolls 
三 co0, 因 此 


公 " 拓 0 Dp = KiMop}. 


Feal 


再 疙 用 引 理 3 于 序列 {onm - 9o 即 可 ， 了 

定理 5.2 车 {出 p} 满 足 条 件 (P), 则 KK{ 刘 9} 是 完全 空间 . 

证 ， 只 须 证 了 明 育 掉 集 是 相对 列 紧 的 . 设 4 是 有 界 集 , 即 对 于 任 
意 PEA, 1<b<co, 有 pllp 筷 Cp， 因为 大 p(x*) 守 1, 对 于 每 一 个 
2) 节 数 组 [DD"gp | gp 4 一致 有 界 ， 用 阿 斯 克 里 ~ 阿 尔 采 拉 定 理 与 
标准 的 对 角 线 程序 ,能 选 挤 固 有 收 伍 序列 {9pm}yC4， 事实 上 , 任 际 
序列 {ge 庄 迄 4, 则 由 于 范 数 1l9 和 有 上 愉 , 导 画 数 序列 {Dgps} 一致 有 
界 , 于 是 由 阿 斯 科 里 -阿尔 采 拉 定理 , 存在 子 序列 { 放 } 在 | 上 zj 窒 1 上 
一 致 收 敏 .又 由 于 这 个 子 序列 在 | 对 委 2 上 有 界 , 导 国 数 序列 { 刀 pp) 了 
和 { 了 2p 1 一 致 有 界 , 依 同一 定理 ， 存在 子 序 列 { gs 王 { 1 在 jz*| 
志 2 上 一致 收 敦 于 一 阶 导 育 数 {1Dqpss} ,从 鸭 数 序列 {pss} 在 |*| 专 1 
上 的 一 致 改 敏 性 和 它们 的 导 函 数 在 jz 和 寺 2 上 的 一 致 政 伍 性 推出 这 
些 应 数 序 列 在 |#] 筷 2 上 的 一 至 收 合 性 .继续 作 下 去 ， 然后 用 对 前 
线 方 法 , 即 得 有 界 子 序列 {gy]， 它 在 每 一 个 有 界 集 内 一 发 收 癌 于 
某 一 个 极限 potx*}。 应 用 引 理 3 的 系 , 即 得 序列 {gy} 依 上 (出 p} 的 
拓扑 收 化 于 元 素 wo。， 虽 

3. 大 {Mg} 空间 类 的 一 些 性 质 
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显然 ,者 & 的 内 部 是 非 空 的 , 则 任意 天 { 开 } 包 合 有 限 函 数 辽 . 
若 时 "2 是 人 * 上 的 有 限 阔 数 , 则 天 {TMr) 包含 C3CCs5 即 支 集 有 四 
的 无 限 深 可 微 函 数 类 )， 下 边 证 有 明 ， 
定理 5.5 营 疯 数列 {Msg} 满足 条 件 (P}, 则 K{Mg} 的 一 切 有 
限 汉 数组 成 天 1 站 的 稠密 线性 子 空 间 。 
证 ， 令 
wx) = | zi<1 
0d, |*|=1 
又 令 
s(x) =C| aodlzl- pydp, 
其 中 lxj=?; 网 w(x) 从 而 和 (x*) 是 C" 隙 数 ， 可 以 选择 常数 5, 使 得 
hx) -| 1，zl<1 
0，j zl> 3 
对 于 任意 EK{[M9} ,定义 
Dnt) = px)B(r /im), {3.10) 
因为 对 于 |x | 所 二 , pm(tx#) = p(x)， 从而 函数 序列 {pm} 固 宵 收 做 于 
Pp， 芝 能 证 明 
onlls<C (p< 0), 《3.11) 
则 由 引 理 3 的 系 , gm 一 > 多 (天 (ij) ,定理 即 可 证 明 ， 
现在 估计 |ipnlls， 当 |q| 志 时 ， 


Myr) D" pn (7) |= Ms) 之 人 大 DCeymz) De eg x) 


是 号 


<H, (8 J Msc) Dr pC Hallplle, 
四 


其 中 (9) 为 二 项 式 展开 系数 ,而 


DD 车 suppfCF, 市 且 集 了 有 办 , 则 称 了 为 有 限 了 西数， 


109 = 


Hs = max max|DekCr) |. 
hte 


仿 Cp=， jgils, 就 证 明了 C3. 11) 式 . 岂 
设 给 定 两 个 沿 数 序列 {Mp (7#)} 与 {大 , (x)}, 设 它们 满足 下 列 
案件 ， . | | 

OC EM M, (xX) EC (Pp). (rE Rs) (3.12) 
这 于 Ctp) 和 Ci(p) 为 依赖 于 的 常数 ， 在 Mp(#) = My (x) = co 
处 ,也 庆 汶 此 不 等 式 满 是 《这 时 不 会 出现 则 pfz) 与 时 Kx? 中 一 个 
是 无 限 , 另 一 个 是 有 了 上限 的 祖 形 ) .下面 证 明 , 对 应 于 依 上 面 阔 数 序列 
{1ad5(0x) 与 TaMdgy(x))} 构 造 的 赋 可 列 落空 间 收 {Ms 与 天 (MT( 依 所 
含 元 素 与 拓扑 ) 重 合 ， 实际 上 ,车 对 于 某 一 个 g(x), 表 达 式 

lipllp = sup, sup Ms nx) Dp(x)| 


成 立 , 则 有 
1 oll 会 sa? sup Mt) DD pen | (Cp)) | pl);. 
《3, 13) 
另 一 方面 ， 有 有 Help<Crplle| ,于 是 两 个 范 数 序列 1 等 价 ， 由 
毕 知 空间 天 {iMn 与 天 fr 重合， 这 时 我 们 也 说 满足 (3.12) 式 的 
两 个 阔 数 序列 { 计 p(x)} 与 {MM, (x*)} 为 等 价 函 数 序列 ， 
例 3.1 令 


Mp(#) = sup ‘wr: a 
[| 才 . 
和 MC) = 01 + x Dr (1 + xs )?. 
显然 必 5 (xX 起 财 , (x)， 另 一 方面 ,由 于 
2 ，, 1xil 所 1 
t+ lel<{ fl, lz 


于 是 节 , (x) 志 2%9Mp(x)(x 夺 0)， 因 此 ,两 个 函数 序列 {Mp(*)} 与 
{M5 (x)} 等 价 . 

最 后 ,由 序列 (2.3) 式 和 (2.5) 式 可 推出 村 ,(*) 满 足 条 件 (P)， 
因 星 ,上 (名 ) 与 5 都 是 完全 空间 ,而 且 集 C* 在 3 内 稠密 ， 


= 人。 


$4 空间 ZCMMy)} 的 完备 性 与 完全 性 


1. 完 备 性 

令 罗 二 Z{ 训 5g}, 记 多 ys 为 固定 声 时 ,使 | 更 由 <cc 的 一 切 整 画 数 
的 全 体 . 用 证 明 上 节 引 理 1 的 方法 容易 证 明 更 * 是 完备 卫 范 空间 . 
事实 上 , 对 任意 自然 数 b， 令 多 ， 为 使 Mp(z) lg (z)| 有 上 蜡 的 整 解析 . 
函数 全 体 , 则 它 显然 是 线性 空间 多。 也 是 赋 范 线 竹 空间 , 因为, 显 
然 有 ||] 上 宇 0; 而 且 ]10j]s =0， 落 | 名 =0, 则 YzEcCn 有 

OOO ONO le, 

然而 C(O)>>0, 所 由 六 (2) = 

二 范 妆 定义 易 和 ap 由 .jaillgll. 

又 若 和 EE EC+ 有 

Mp tz) | B12) + pa EMGC2) $C) | + My (pan)| 
< ,lls + ||,l|s. 

所 以 (1 $e lls | s + lle. 

下 面 我 们 就 来 证 明 罗 s 关 于 范 数 和 人 是 完 省 的 . 任 取 多 ， 内 的 
柯 西 序列 {$mw}.。 令 

Ps ={z| |sl<R}, k= 1,2," 
辟 由 于 Mx} Cy) 0 和 M(x) 的 连 读 人 性 知 Mx) 三 Er ,上 上 到 
正 的 最 小 值 , 记 为 如 .于 是 对 于 每 一 个 《EN 和 30 在 在 自然 数 
NN, 使 得 二,m' > 时 ,于 于 一 切 #2E€ Fr, 一 至 地 有 ， 
Br pm lz) — Pm CE Mp2) Pn) — Pm (3) - 
< ||pm C2) ~ Bm 2) loa 

于 是 当 #*ERPr 时 , 序列 {n(x)} 一 致 政 伊 ， 设 它 政 伍 于 解析 函 数 
z(tz), 记 它 六 CG" 上 的 解析 延 本 为 名 (2)， 凰 解 沂 延 扰 的 唯一 性 知 
凶 (2 为 整 解析 函数 ， 又 因为 函数 序列 {gnts) 为 柯 西 序列 ,对 于 一 
切 EC 和 80 存在 人 ,使 对 > 时 有 
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My (5) pnt) — pute)|<e. 


令 贡 一 >o0, 即 得 
Mopta) pea) — Bre) le (CVEEC"). 
所 以 2 和 [2)| < 人 (3)| 节 《27 于 《时 三 人 CH 


太 击 11¥[lp 志 |xlls 8 之 co, 于 是 切记 轩 p， 

最 后 ,因为 对 于 一 切 zE Cr 和 一 切 >0, 存 在 自然 数 让 , 当 和 ， 
仿 ' > 时 ， 
Mp(Cx) pn 2) — Pm 2) <p, 
仿 人 一 co 于 得 

Mtz) pm 2) 一 及 (ze {YsEC"). 

所 以 序列 {g%agks)} 在 多 内 收 敏 于 名 23) 从 而 罗 * 是 巴 拿 赫 空间 . 

为 了 证 阴 空 间 23{ 夺 时 的 完备 性 ， 首 先 仿 和 3 的 引 理 2, 可 证 明 
Z{Ma 依 范 数列 (2.7) 为 陈 可 列 范 空间 ， 再 令 罗 p 泡 空间 Z{ 则 pj 天 


于 范 数 | -的 完备 化 , 则 更 ?为 色 ? 的 线性 子 室 间 . 困 为 史 = 门 殉 ，， 
而 且 灾 Wp 性 轨 p 于 是 


w=2Z{M,} = (| Fp. (4.1) 


由 第 一 章 定理 3.1, 即 得 Z{ 训 9} 的 完备 性 ,于 是 我 们 征明 了 下 列 定 
理 ， 

定理 4.1 空间 2{ 计 ;} 是 完备 赋 可 列 汇 空间. 

2. 完全 性 

为 了 证 明 空 间 Z{M 对 ps} 的 完全 性 ,我 们 还 需要 一 种 类 似 于 条 件 
( 卫 ) 的 条 件 人 Pu; - 

对 于 任意 自然 数 上 p, 存 在 自然 数 pg >P; 使 得 

lim Mo(z) /Mz) = 0. 《4 2) 
靳 在 证 明 类 似 于 上 节 引 理 3 的 系 航 王 列 事实 : 
*。 112 。 


i 理 车 阔 数 序列 tyn}CZIUMp}, 对 于 一 切 p 守 1, 有 jl¥mj|， 
安 Cp ,而且 {%mj 关 有 政和 分 于 斩 在 R* 内 成 立 ; 则 和 关 EZAMp}, 而 且 
Pm——2 {NM}. 

证 ， 因 沪 计 pC3) 守 C(Oy) 汪 0, 和 闪 包 含有 卡 点 区 任 意 有 界 城 避 己 
Cr 内 序列 {¥%m} 是 一 笋 有 界 的 , 于 龙 由 于 这 个 函数 组 是 正规 姐 《 即 
从 组 的 任意 序列 能 取 击 在 如 的 曾子 集 内 一 致 收 化 的 于 序列 ) 一切 
收敛 子 序列 的 极限 必然 是 同一 解析 五 数 ,因为 任何 两 个 这 样 的 极 
限 都 是 在 原点 的 某 一 个 邻 域 内 对 z= + 重合 的 解析 函数 ,于 是 证 明 
了 区 ofx) 能 延 拓 为 整 妆 数 铝 (z) ,而且 m02) 一 一 和 (2) 在 Cr 的 有 
缸 子 集 上 一 致 成 立 ， 日 

注 : 具 上 述 证 明 能 看 出 ， 若 引 理 中 假设 节 n 一 一 > 及 在 R" 内 逐 
点 成 立 , 搁 为 Ym(?) 一 PoCX) 对 于 原点 的 划一 邻 域 内 这 点 成 立时 
引 理 仍 正 确 ， . 

用 引 理 和 正规 组 作 工 具 , 对 于 定理 3,2 的 证 明了 略 加 修改 , 即 得 
下 列 定理 ， 

定理 4.2 车 泡 数 序 列 {Mp(x)} 满 足 条 件 (P,)， 出 24 村 bp} 是 
完全 空间 ， 

条 件 (P) 在 空间 2(9) 内 显然 成 立 .实际 上 , 取 计 p(2) 如 (2.8) 
式 , 则 为 了 满 是 条 件 (Po)，, 取 六 =P+1 有 即 可 . 

我 们 用 两 个 注 来 结束 这 一 节 ， 

(1) 等 价 函 数 序 列 LMp(2)} 和 { 开 ,(2)} 的 概念 能 像 对 人 {Mp} 
一 样 引 进 ， 等 价 应 数 序 列 的 范 数 序 列 也 是 等 价 和 的， 

2》 定理 3.3 尖 空 间 2{ 时 ,} 不 成 立 ， 


85 广义 函数 的 概念 


在 81 内 我 们 引进 了 一 种 简单 而 重要 的 广义 序数 一 一 分 布 ， 
而 在 $2~ $4 内 我 们 建立 了 一 般 的 基本 空间 , 从 而 为 建立 一 般 的 
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广义 函数 论 商 定 了 基础 . 从 本 节 开 始 ,我 们 将 讨论 这 一 课题 . 
1. 肌 广义 函数 空间 
定义 5,1 设 名 是 基 杰 空间 ,f 是 更 上 的 连续 钱 性 证 函 , 则 称 
f 为 鱼 广 尺 务 数 ， 不 混淆 了 时 ,也 称 为 广 浆 函 狐 . 
蛋 然 ,名 广义 函数 与 基本 空间 有 关 ， 
如 用 (f,9) 表 示 广 义 闻 数 f 对 于 基本 函数 PE 的 信 , 则 它 
足下 列 条 件 : 
(1 线性 : 设 P12 所 全, 为 常数 ( 实 或 复 )， 而 有 
(fp +t Gp) = ,p11) + 0 ,Pa)., 5.1) 
(2) 连续 性 ， 设 序列 pj 一 0CB) ， 则 数列 人 的 站 -> 用人 一 co)， 
” 广 ， 今 后 我 们 如 记 广 久 函 狼 所 2 时 ， 只 表示 了 对 依赖 于 :的 
基本 函数 的 运算 , 币 了 本 上身 不 是 xz 的 函 效 ,了 关于 兄 E 下 的 "和 值 记 
为 了 列 形 去 之 一 : 
GA 
我 们 能 自然 地 定义 广义 函数 的 加 法 与 数 冬 运算 如 下 ， 
定 兴 5.2 设 万 ,大 汶 血 广义 函数 ,ai 与 6 为 复 ( 或 实 ) 常 数 ， 
则 定义 i 与 f 的 线性 组 合 为 ， 
-CoufiT aofss Pp) = ah, Pp) + dtfs, Pm), (5.2) 
容易 验证 ,这 样 定义 的 泛 函 也 是 一 个 儿 广 尺 函 数 . 计 是 ， 一 亡 
更 广义 函数 组 成 一 个 绕 性 室 间 , 记 为 号 或 更. 
.定义 5.35 对 基本 空间 且 , 一 切 及 广义 郑 数 组 成 的 线性 空间 
为 gx#， 在 %* 内 定义 弱 拓 扑 后 , 称 为 广义 函数 空间 ,于 是 可 在 
VD* 内 定义 序列 的 收 分 性 和 如下; 若 对 于 每 一 个 ppEB， 复数 列 (is, 9p) 
一 00 一 >00), 则 称 全 广 汉 函数 序列 了 一 0 加)， 
因为 空间 8* 是 线性 的 ,所 以 1 一 >1(GB*) 的 定义 自然 是 二 一 了 
> 09) ,也 可 表示 为 YE 有 (9) 一 > (fp). 
显然 ,空间 更 * 丙 的 线性 运算 对 于 此 极限 定义 耐 言 是 连续 的 ， 
因此 人 * 是 一 个 拓 扩 级 性 空间 ,今后 仍 记 为 或 轩 人 
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注 。 土 面 定义 的 产 义 国 数 空间 的 收敛 性 概念 ,其 实 就 是 寿 收 
仇 概 念 . 

定 捏 5.1 设 有 4 和 B 是 基本 空间 ，A 是 8 的 子 空间 ,而且 9 
一 了 0(4) 蕴 合 Pps 一 一 004B), 则 每 一 个 B 广 义 函 数 看 作 4 圭 的 这 
着 时 ,也 是 如 广 义 国 数 , 即 BYCA*. 

证 ， 设 了 为 如 广义 函数 , 即 互 上 的 连续 线性 泛 冰 ,显然 了 也 是 
子 空间 4 上 的 线性 泛 前 .又 因 9 一 0(4 可 推出 py 一 0(B) ,于 是 由 
1 在 8. 上 的 连续 性 推出 它 在 4 上 的 连续 性 ,因此 了 可 以 看 作 4 广 
义 函 数 ， 日 

2, 广义 函数 与 函数 的 关 藉 

现在 讨论 广义 函数 作为 局 部 可 积 立 数 与 测度 的 推广 问题 

定 尺 5.4 设 fx) 是 定义 在 二 维 欧 几 里 德 空间 R" 上 的 复 值 


可 测 函 闻 ， 如 果 对 任意 紧 集 NNCR", 积分 | ,1f{(z)1ds 者 存在, 则 


称 1(*) 是 局 部 可 积 函 数 . 
和 注 ， 记 里 和 的 定义 显然 是 定义 1.3 的 推广 . 
定义 5.5 设 甸 广义 通 数 由 下 列 积分 


dp)a), fr) p(s) ds (5.3) 


定义 ,其 中 (x) 是 局 部 可 积 函 数 ,p(x)E€ 古 , 则 称 1 为 笑 数 地 $I 广 
义 函 数 或 正则 8 广义 函数 . 

令 征 = 天 ,大 妨 为 局 部 可 积 函 数 , 于 是 对 于 任意 的 p E 98, 积 分 
《5.3) 存 在 ,而 且 定 义 一 个 线性 泛 阔 、 又 当 pi 一 >0(@B) 时 , (fp7) 
一 >0, 因此 它 定义 一 个 天 广义 函数 , 即 分 布 . 这 说 明 广义 函数 是 
局 部 可 积 函 数 的 直接 推广 . 特别 ,在 及" 上 的 每 一 个 连续 函数 都 可 
看 作 区 广 尺 函数 (参看 例 1.3). . 

如 取 比 更 广 的 基本 室 间 人 ,要 函数 f(x) 能 定义 一 个 函数 型 
的 8 广义 函数 ， 必须 对 f(*) ,小 王 co 时 的 增长 率 有 适当 限制 ,使 

得 对 于 任意 的 PE 积分 (5.3) 收 化 . 
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定 还 5.2 设 局 部 可 积 函 数 j(x) 为 绥 增 孙 数 , 即 存在 常数 局 
及 六 ,使 得 
[KECE 1 十 | 学 村 》 吉 7 (5, 4) 
则 (5. 3) 定 义 一 个 函数 更 的 了 广义 函数 ， 
证 ， 当 gE5 时， 积分 (5.3) 显然 存在 , 因此 它 也 定义 一 个 线 
性 泛 函 ， 只 人 须 证 明 对 5 的 连续 性 . 
设 gj 一 > 0(5), 则 对 于 任意 的 9 宕 0, 在 R" 内 一 致 地 有 
(1 +t) x g(x) 0 
于 是 在 站 依赖 于 4 的 ef> 0 ,使 得 
[osx les/ C1 十 Pr 
于 是 1(f,97)|= [a dx coc | rr sr 
显然 ,存在 9 使 得 最 后 一 个 积分 收 人 证 ， 因 此 , 当 8 一 230 时 , (f,93) 
一 一 0 (7—3>0)},， 咱 
注 ， 定 理 5. 2 给 出 的 仅 是 确定 函数 型 广义 函数 的 一 个 充分 
条 件 , 而 非 必 要 条 件 ， 例 如 , 设 由 = KK 或 5, 划 名 的 基本 函数 gp。 
本 肖 也 可 定义 一 个 函数 型 @ 广义 函数 ， 
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定理 5.5 设 8=K{M,}, 而且 局 部 可 积 函 数 f(x) 具有 下 列 
性 质 ， 对 于 某 一 个 当然 数 训 ， 于 值 r(zy 台 fa 可 积 ， 则 
《5.3) 式 定 光 一 个 外 广 六 函数. 


证 ， 因 为 由 .pre a 


<liplb [fe = liplle],, rad, 


所 以 ;对 于 在 痊 9 Kf{Mp}) ;积分 绝 皮 合 .其 次 , 若 pn(*) 一 一 > 
0 (D) 则 pm 人 一 一 > 0 ,因此 ， 


* 116 * 


[0 pa) jg .ea 一 > 0 ， 


从 而 (5.3) 连 续 . 昌 
定理 5.4 设 基 本 室 间 外 包含 空间 天 , 局 部 可 积 国 煞 ,大和 定 
广 一 个 零 及 广 尺 函数 , 即 


dp) = frp)dr= 0 (VoEB), 《5.5) 


则 其 zx) = 0 ,Pp.P.. 
证 ， 只 须 证 明 对 于 任意 点 42€R" 和 任意 常数 &> 0 ,都 有 


| fxydxr= 0. 《5.6) 
I- li# 


不 妨 假定 ea= 0 , 则 对 于 任意 的 ze> 0; 有 peEKC, 使 得 
0 px) El, +ER" 
[me 1 ， | 《5.7) 
Px)= 0， | 攻 |>2 二 十 
事实 上 ,全 
R= {x ||x|S+e/2, } 
Rora= {x | | 人 [< 到 十 587 8 }， 
于 是 闭 集 ,ys 和 R"、\R,a 不 相交 ， 今 


fix 一 plr, Rha) 
) Drs Re) TF px RTRs) 


0 , xj> 了 了 

st = 
Pit 4"C 。 p( 1 Be ) [二 全 
es— 16lxbs 4 
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而 P(z, 作 表示 点 x 与 集 4 的 距离 。 作 积分 
p= | Dp- Pday, 


则 gi(#) 即 为 所 求 . 
由 假设 各 (5,7}) 式 可 知 


0 =| frm (xr) dx 
Rn 


fp det | ,fC por) ds 
(5,8) - 

及 由 (5.7) 式 知 

| 于 f(x) pa lx) dz 

| [FI1d34 一 一 >0 《3 一 一 > 0). 《5.9) 

dd Ee| ri 
但 是 , 当 | x | 所 多 时 

fr) gt) = fx) 5 10 


因此 ,由 (5.8), (5.9) 和 (5.10) 式 知 
| feedz= 愉 ， 

由 于 了 (x#) 局 部 可 积 , 记 凡 Hf) = 0sP.P.， [0 

系 设 基本 空间 全 包含 基本 空间 天; 则 产生 渗 数 型 作 广 义 冰 
数 了 的 局 部 可 积 函 数 f(x*) 几乎 处 外 被 难 一 确定 , 因此 可 视 二 者 为 
同一 函数 . 

证 ， 设 广 (x)j 人 xz 产生 局 一 入 广义 天 数 , 则 

|. Chry fats) ptr) dx= 0 

因此 f(x) = 了.(*),p, Pp.. 所 以 我 们 可 以 把 函数 型 广义 话 数 与 产生 


它 的 局 部 可 积 鼻 数 本 盖 等 同 铬 符 ， 喇 
由 上 所 述 可 知 ， 在 广义 函数 论 里 ， 我 们 用 两 种 不 同 的 观 扎 来 
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考虑 函数 ， 第 一 ,用 普通 观点 来 考虑 函数 ,例如 基本 函数 等 ;第 二 ， 
用 泛 函 分 析 观 点 来 考虑 函数 , 两 个 几 平 处 处 相等 的 函数 视 为 相等 . 
广义 函数 的 概念 就 是 在 这 个 意义 之 下 的 函数 概念 的 推广 , 

广义 函数 论 的 重要 问题 之 一 是 ， 设 给 定 一 个 (过 通 的 ) 冰 数 
Faz) ,一 般 地 说 它 不 一 定 是 局 部 可 积 的 ， 那 么 , 是 否 存 在 一 个 广义 
清 数 f ,使 得 在 一 切 f(x) 的 局 部 可 积 点 .上 f 与 f(x) 相等 ? 是 否 可 
六 建立 这 样 的 对 应 。， 六 (x) 上 使 通常 函数 的 加 法 、 乘法 和 微分 法 
与 广义 函数 的 相应 运算 (广义 函数 的 乘法 和 微分 法 我 们 将 在 后 面 
逐步 定义 ) 仍然 保持 成 立 ? 显然 对 于 这 类 问题 , 骨 定 的 问答 是 极 
其 重要 的 ， 因 为 这 样 可 使 具有 不 可 积 奇 点 的 普通 函数 能够 包括 到 
广义 函数 这 一 范畴 中 来 ， 上 月 前 , 这 些 问题 的 解决 还 只 是 零星 的 , 参 
看 后 面 8 6 和 8& 8. 

3. 广义 通 数 与 测度 的 关系 

广义 函数 不 仅 是 局 部 可 积 国 数 的 推广 , 而 且 是 测 订 的 推广 ,这 
里 所 谓 空间 R* 内 定义 的 测度 A 是 一 个 具有 可 数 可 加 性 的 集 函 
数 , 即 对 于 R" 内 的 每 一 个 有 界 波 菜 尔 (Borel) 集 4 ,有 一 个 复数 值 
HC 有) 与 之 对 应 ( 称 为 集 4 的 测 庶 ), 而 且 满足 下 列 条 件 ， 


设 4 = 4。, 这 里 4 是 互 不 相交 的 波 菜 尔 集 , 则 了 (4.) 


绝对 收 伍 而 且 等 于 1(4). z 
设 C! 是 在 Re 上 定义 的 在 某 一 个 紧 集 外 等 于 0 的 连续 六 数 全 
休 , 9 EC?, 是 测度 . 显然 , 9 是 对 于 测度 半 的 可 积 函 数 ,于 是 可 
以 定义 斯 蓝 尔 吉 斯 (Stieltjes) 积 分 
(rx, Pp) = | ,pan. 《5.11) 


“2 具有 下 列 性 质 ， 
【17 设 Di Pe ECs, Cra 是 复 常 数 ， 则 
opi+ Ops ECos 
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(2) 设 序 列 Lgps) 有 公共 的 紧 支 集 ， 而 且 一 致 地 有 ps: 一 > 0， 
则 称 函 数列 {9 放 站 分 于 10， 

于 是 Cs 是 一 个 基本 空间 , 记 为 D', 根据 积分 5.11), 测度 在 基 
本 空间 DBD 二 雇 定 一 个 连续 线性 泛 函 , 即 DP 广义 函数 ， 

及 之 由 黎 斯 定理 ,对 于 空间 D" 上 的 任意 连续 线性 证 函 三 必 
有 唯一 的 测度 & 与 之 对 应 ,使 得 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 


G9) = | ,pdp= (Lp). 
换 名 话说 ,每 一 个 D? 广义 函数 都 可 由 测度 产生 . 
序 在 瞧 一 的 局 部 可 积 国 数 x+) ( 称 为 测度 上 的 密度 ), 使 得 
2 = | fr) ds, 
邱 dx 一 itx)dx., 因此 , 设 和 是 连续 嫩 数 ， 出 
Gop) = | ,ods= | frp) d= Cf, 9). 


由 此 可 向 局 部 可 积 函 数 与 绝对 连续 测度 等 价 ， 我 们 不 妨 把 绝 
对 连续 测度 与 其 粗 应 的 密度 沙 数 视 为 同一 从 而 可 以 认为 测度 是 
局 部 可 积 函 数 的 推广 .这 个 推广 昨 实 质 的 ,因为 有 非 绝对 连续 的 
测度 . 
例 5.1 设 4€ER",ACR", 记 
1s ao€EA 
Gut) -| 
0; sed 
则 za 可 以 看 作 位 于 点 6 的 质量 为 1 个 单位 所 产生 的 调头 ， 它 站 
定 记 广义 冰 数 如 下 ; 


(Gop) ,pds = pla). 
村 惯 上 称 它 沪 作品 画 数 ， 若 2= C D's 0 7， 出 记 6d, 为 0, 也 称 为 
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葡 盐 克 (Dirac) 测度, 即 
《站 pp) = pA0). 
一 般 地 ,我 们 有 下 列 定义 ， 
定义 5.6 设 凶 是 任意 基本 空间 , 令 
{day P= PI), dtR" ,pteED, 

别称 64 沟 5 孟 数 . | 

注 ，6 函数 是 一 个 测度 , 它 显 然 非 绝对 连续 , 因此, 它 不 能 由 
局 部 可 积 函 数 产 生 。 这 逢 广义 函数 也 称 为 非 函 数 型 广义 函数 或 大 
异 广 尽 函数 ， 它 在 广义 函数 论 昌 占有 重要 地 位 ,上 以 后 我 们 还 会 多 
次 过 见 它 . 

测度 比 函 数 在 实质 上 推广 了 了 ， 而 广义 函数 六 是 测度 在 实质 上 
的 推广 “ 偶 航 子 " 稀 念 就 是 一 例 ， 

例 5.2 位 于 实 直 线 R 上 点 (a> 0) 处 的 质量 为 17a 和 位 
于 等 点 的 质量 沪 ( 一 1 a 统 ; 当 ce 一 0” 时 的 极限 ， 
称 为 位 于 零点 的 数值 为 1 的 惕 柜子 它 是 测度 的 极限 ， 而 本 身 基 
不 是 测度 . 

实际 上 ， 应 用 测度 的 泛 孙 分 析 定 义 所 得 的 上 述 质 量 系统 记 为 
Je 则 了 工 :为 下 列 泛 国 ， 

(Tp) = (mle) pO) /ee, owED', 
车 多 在 原点 为 可 微 的 , 则 令 一 07 时 便 能 定 必 偶 极 子 汶 一 个 兴 
遂 : 
(T,p) Alim( gp(e) 一 PO Ee= Pp (0). 

因此 ， 作为 个 极 子 的 泛 函 T《) 仅 仪 定 疼 社 由 一 切 在 等 点 可 微 的 泡 
数 yp 所 组 成 的 集合 上 ， 对 D" 内 的 极限 定义 而 言 ,线性 泛 函 了 是 不 
连续 的 ， 即 它 不 是 测度 。 因 紫 ， 迪 和 处 理 侦 极 子 以 及 更 高 级 的 多 极 
于 ,必须 放下 列 工作 《1 对 基本 空间 D" 加 这 限制 : (22 在 新 的 
基本 空间 里 要 有 较 强 的 拓扑 ， 我 们 县 然 考 虑 到 基本 空间 天 ,由 于 
KD 而且 gi 一 0K) 时 ,一 切 D"gpl+) 都 在 某 一 个 有 界 集 .上 一 
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致 收 伍 于 6， 干 是 可 以 看 出 , 阁 定 义 K 广 义 阅 数 
‘CT,p)=p' C0) wpEK 

则 线性 汉 王 工 是 连续 的 ， 由 此 可 更 ,广义 函数 役 念 也 是 测度 的 实 
质 上 的 推广 . 

最 后 ,我 们 用 一 个 有 用 的 简单 定理 来 结束 本 节 . 

定理 5.5 设 序 列 {fs}wes 是 满足 下 列 条 件 的 在 R( 复 空间 
C* 或 实 空间 R") 上 定义 的 可 测 函 数 序列 ， 

1》 对 于 一 切 加 EN, 有 |in(29)| 寺 #8(4), 这 里 8X) 是 了 水 数 型 
乡 广义 少数 , 且 当 取 这 名 的 有 界 子 集 时 , 积分 | 8(z)1g(z) ds 
有 界 , 其 中 积分 域 呈 为 C* 或 R"， 

(2) limfu Cx) =f,(x), Pp.Pp.: 
则 天 (zy 也 确定 一 个 函数 型 吧 广义 函数 ， 而 且 关于 @* 的 弱 拓 扩 
有 jf 一 ->fo 《mi 一 一 >co) 。 


证 ， 直 勒 贝 格 控制 收敛 定理 有 
[pepecoldz=lim | mcowcoldz 
<| spelds . 
因此 ,2*) 定义 一 个 函数 型 外 广泛 数 ， 因 为 
lim| [各 (z) ~ fl Ip)de = 0 


所 以 关于 BD* 的 弱 捷 扑 有 jo 一 > 有 (一 50)。， 趾 


$6 广义 函数 的 乘法 与 微分 法 


1. 紧 法 
第 5 节 已 经 定义 了 广义 函数 与 数 的 乘法 ， 为 了 进一步 研究 广 
义 函 数 的 生 法 ,我 们 先 给 山下 列 定 义 . 
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定义 6.1 若 映 射 pagp 是 从 基本 空间 克 到 它 本 身 内 的 过 
续 问 射 , 则 称 销 数 9 是 加 内 的 村子 . 

定义 6.2 设 a 是 基本 空间 省 认 的 先 子 ， 对 于 任意 广义 函数 
EB*, 定义 节 积 of 为 

Caf, wp) = (fop) (pwED), C6, 1) 

容易 娩出 ,右边 是 关于 % EB 的 连续 线性 泛 函 ,因此 Qf 也 是 名 广 
义 函 数 ， 显 然 , fof 是 全 "内 的 连续 映射 。 

若 关 于 多 * 内 的 弱 ( 或 强 ) 拓 扑 fa->0(GB*) 时 ,关于 弱 ( 或 强 ) 拓 
扑 有 sfm~> 0 (@*), 我 们 也 说 a 是 有 * 内 的 乘 子 ， 

显然 , 多项式 是 任意 基本 空间 内 的 染 子 . 

用 科 积 导数 的 莱 布 尼 慈 (Leibniz) 法 则 能 证 明 ， 洲 在 {Ms} 
空间 内 ,对 任意 p 守 + 之 1, 存在 4 衬 p 和 常数 Cry 使 得 


MptaI Mx) EC Malx), {6. 2) 
则 每 一 个 C- 函数 gC*) 对 于 某 一 个 函数 (6) 满足 
了 EC 《站 P< oo) (6B.3) 


时 是 五 {村 sg} 内 的 鞠 子 .细节 留 作 练 如 ， 
特别 ，C” 通 数 g(x) 满 足 
IDrgtx) lc 1 TD CoB) 《6B. 4) 
时 是 基本 空间 8 内 的 对 子 . 任意 C" 函数 都 是 基本 空间 外 内 的 肝 
子 . 天 59) 内 的 急 子 是 xs 上 的 C" 函数 ， 
空间 互 的 乘 子 域 就 是 它 自 已 . 2 内 的 习 子 是 对 其 一 个 五 >0 
1 之 0 时 ,有 


Jat) CC tlzm|)exptelyl} 


的 整 解析 函数 ， 
现在 设 fg 为 下 广义 函数 ,有 E 为 函数 型 的 , 而 且 此 阔 数 为 作 


(gf, oA sp) (mES) (8,5) 
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可 让 定义 外 广 义 函 数 时 称 为 及 广义 函数 1 与 8 的 策 积 , 不 妨 约 
定 Jz=gf， 将 此 推广 ; 设 瑟 ;fo，…s 丰 为 六 个 多 广 文 盘 数 , 其 中 
有 一 工 个 为 函数 型 的 ， 而 且 为 外 内 的 乘积 , 则 可 以 定义 乘积 
ff… fz。 根据 我 们 的 约定 ,这 个 乘积 是 可 交 术 的 . 
同 理 , 可 以 定义 介 鸭 上 K*,， 3*，(K{Mp})* 等 时 乘 久 函数 的 运 
算 . 
广义 函数 的 乘积 是 普通 函数 的 普通 意义 乘积 的 推广 ， 率 实 
上 , 设 (x) 是 函数 型 下 广义 函数 ,Ql*) 是 全 内 的 弦子 , 则 


(af, wp) = (fap) = | fC pr)) ds 
一 | oF) gs)dr. 


为 此 ,广义 函数 的 乘积 4f 由 函数 alx)7(#) 关 村， 

注 ， 在 考虑 广义 甘 激 的 冬 法 运算 时 ,自然 希望 证 明 任 意 两 个 
广 记 函数 的 蛋 积 仍 为 广 计 还 数 ， 这 种 研究 无论 在 理论 上 或 实用 上 
都 有 重大 价 信 ,因而 成 汶 广 义 汪 数论 的 重要 课 古 之 一 ， 早 在 1954 
年 ， 施 瓦 益 就 证 明了 在 任何 理论 内 不 能 同时 肥 秆 合 妆 法、 微分 法 
和 狭 拉克 测度 上 5( 风 参 考 训 上 献 48). 其 体 说 来 ,他 证 明了 不 可 能 概 入 
D* (RD) 到 下 列 条 件 下 的 结合 代数 (不 必 是 可 交换 的 ) 4 内 ; 

(1) 菌 数 9(z) = 1 (YW xXERD) 是 4 的 单位 元 素 ， 

(2) 栈 数 1,*，xfinly[- 1)ECR)y 由 的 任意 两 个 在 内 的 
冬 法 得 等 于 C"(R) 内 的 普通 乘法 ; 

《3) 存在 着 线性 映射 (广义 导数 舞 子 )D， 4 一 >A4, 潢 足 

1” 吕 在 A 上 洪 足 乘积 尽数 的 药 布 尼 北 法则， 

Dexyy = (Dr)y + rtDy), (x,y CA), 

2” 也 作用 于 函数 1 ,x ,x (ln|x*1 一 1》 ECMUR) 是 恒 等 于 普通 
的 C1CR) 内 的 导数 ， 

(4)》 存在 着 56E4,8* 0 (对 应 于 狄 拉 克 测 度 ), 使 得 x6 = 0， 
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这 个 结果 揭露 了 有 效 的 广义 函数 乘法 在 古 暴 分 析 或 标 鹤 分 析 
领域 内 是 不 可 能 的 .然而 由 于 理论 和 应 用 的 需要 , 研究 满足 较 上 
述 结论 加 的 广义 函数 的 乘法 更 加 版 引 人 , 这 方面 已 有 类 量 工作 . 总 
的 看 来 有 两 种 趋 调 , 一 种 趋向 是 在 D*(Q) 内 构造 最 大 的 子 代数 ， 
即使 用 各 种 正则 化 程序 来 确定 广义 男 数 的 乘积 也 是 广 欠 医 数 的 最 
大 范围 . 这 方面 的 问题 是 保持 广义 盘 数 猴 积 的 优越 性 能 否 补 偿 
关于 算 子 的 结果 的 限制 以 及 较 好 运算 的 传统 性质 的 缺乏 ， 另 一 种 
趋向 是 获得 丰富 的 代数 结构 和 适宜 的 导数 算 子 ， 使 得 运算 上 共有 较 
小 的 限制 ,以 扩大 广义 函数 的 范围 使 包含 新 的 研究 对 象 . 看 来 这 种 
趋向 似乎 疝 广 尺 落 数理 论 的 初始 精神 -一 一 简化 现 则 与 开 折 徽 税 分 
运算 范围 一 致 ， 详 情 可 参看 文献 例如 7 一 10,12,14,15:;16,，28,29， 
55 ,56， 

2. 微分 法 

现在 我 们 来 讨论 广义 隐 数 的 微分 法 . 我 们 总 是 以 普通 了 沙 数 为 
背景 来 研究 广义 沙 数 的 .在 研究 广义 函数 的 微分 法 时 ,我 们 自然 
首先 希望 对 于 阔 数 型 广义 函数 ， 即 潮 于 局 部 可 积 函 数 来 建 字 导 孔 
数 概念 ,然后 推广 到 一 般 倩 形 。 我 们 知道 , 车 1(*) 具有 连续 导 函 
数 , 则 由 分 部 积分 法 , 当 wz)E 玉 时 ,存在 闭 区 间 [o, 纪 ,使 得 oz) 
在 其 外 为 0 ,于 是 


rp top -| fg ds 


一 ~- fp’ Ce)de , 


或 (f* ,Pp)= ~ (f,w’). 
这 启发 我 们 ,对 于 下 广 沁 了 测 数 ,可 定义 一 个 兴 况 8 如 下 ， 
(g,p) = ~ (fp ). 《站 .人 > 


掏 知 8 是 线性 泾 前 ,而 且 当 gprs 一 下 儿 (大 ) 时 必然 有 ,一 二 克 
(fp) 一 下川, ) ,因此 上 8 为 连续 线性 泛 阔 , 即 &EK*+， 于 是 , 当 


二 记忆 


了 在 普通 意义 下 共有 连续 导 函 数 了 时 ，2 即 为 了 在 普通 意义 下 的 导 
通 数 ， 对 于 一 般 的 了 GE 天 "我 们 就 可 以 定义 困 为 于 的 导 函 数 , 或 称 
广 尽 导 函 数 ， 

同 理 , 若 f(x*) 具 有 a 阶 连 续 导 函数 , 则 由 分 部 积分 法 可 得 , 当 
PLx) 所 六 时 有 


| fg)de ~ {— 1)° | p(x)f 0) dz 
或 Cf gp) 一 《一 1 (fp ). C6.7) 


于 十 我 们 可 用 此 式 定义 了 的 任意 阶 导 函数 . 

以 上 讨论 表明 ， 对 于 基本 空间 加 上 很 强 的 解析 条 件 并 不 是 偶 
然 的 , 押 取 的 基本 少数 部 是 无 限 次 可 微 的 ,而且 当 少数 列 在 基本 空 
间 内 趋 于 某 一 个 极限 时 ,不 仅 要 函数 列 本 身 收 敏 ,而且 还 要 它 的 各 
阶 导 函数 记 收 谎 . 

现在 我 们 正式 定义 广 义 函数 的 导 前 数 概念 ， 为 此 还 要 对 基本 
空间 加 .上 一 些 限 制 . 

定义 6.3 设 全 是 基本 空间 .， 著 对 任意 PpE, 导 孙 数 Dip 入 


= 1,2;,…) 也 属于 更 ,而 县 映射 pr*Dip 是 从 王 到 自 汶 的 连 


续 映 射 , 则 称 更 为 导 宣 间或 对 四 容许 微分 . 
显然 ,车 于 是 导 空 间 , 则 对 任意 自然 数 a ,映射 pr*2e9 是 从 
多 到 自身 的 连续 映射 ， 
例 6.1 基本 空间 2&{ 对 中 是 导 空 间 . 
证 ， 其 pE2ZtMp}, 则 
Mp2) a9(*) < 
问世 | 


1 | Mp(z) 
2 dS-snnl Mpl2’) 


* 2 des Collpl)s, 


这 里 2% 一 (R11 2 而 Cp 尝 与 ? 无 关 的 常数 ， 
e j26 * 


于 是 得 
len <Collpll, 


即 了 2-EZ {Ms 】， 面 且 映射 pr» 是 从 2{Ms} 到 自身 的 连续 


上 映 身 ， 
例 8.2 基本 空间 下 { 导 p} 是 导 空 间 . 
证 可 仿 便 6.1 证 之 . 
定义 8.4 设 全 是 导 空间 , 则 对 任意 的 广义 函数 1 定义 它 


的 导 和 函数 或 称 导 数 Dj = 


Df 9) = — (fDip). 《6.8) 

和 容易 铬 出 , Bf 是 有利 内 的 连续 线性 泛 函 .类似 地 , a 阶 导 函数 
D"f 由 下 式 定 义 ， . 
Df mp) = — 1 °F, Dl). 《6.9) 
显然 它 也 属于 BB*， 这 里 Ije| = gi 十 Gs 二 :十 nn， 

将 (6.6),(6.7) 与 (86,8),(6.9) 进行 比较 ,可 知 由 Df CX#) 及 
Drf(*) 所 定义 的 广义 函数 依次 重合 于 由 普通 函数 让 (*) 所 定义 的 
广义 函数 的 Di 导 阔 数 和 D” 导 限 数 ， 基 此 ,从 泛 函 分 析 观 点 看 , 普 
通 可 微 函 数 的 导 函数 的 导 逆 数 是 一 至 的. 今后 ， 


有 沁 清 可 能 时 ,我 们 用 [Pi 或 | 一 二 | 及 [Do 表示 函数 的 普通 导 


函数 ， 吕 of 和 2D"f 也 欧 为 广义 时 请 数 . 这 种 广义 导 函 数 概 念 是 1936 
年 由 索 波 列 赤 (Co6omreB) 首 先 提出 的 ， 
广义 导 话 数 比 可 微 函数 的 普通 导 函 数 有 显著 优点 ， 例 如 有 如 
下 定理 ， 
定理 6.1 每 个 广义 函数 都 是 无 限 次 可 籁 的 ,而 且 
Do+of = 也 “DApf. 


“27 。 


证 ， 由 定 尽 ,每 个 广义 兰 数 都 有 广义 导 函 数 , 它 也 是 广义 琢 
数 , 因 此 无 限 次 可 徽 ， 这 个 性 质 可 四 更 + 的 容许 微分 和 收 和 你 结构 得 
来 ， 又 
CD gp) = C1) A, D+ip) | 
= — N° 0, DD pp) = (CC— 1) "Di, Dy) 
= (D°(Dt)f, gp) 
对 于 一 切 多 E 生 成 立 , 所 以 疡 = 了 DT 0 
对 于 普通 函数 ,定理 6.1 丰 成立 著 函 数 fx) 确定 广 习 函数 
f , 则 盘 数 fx) 的 普 还 意义 的 导 遂 数 可 能 不 存在 , 而 它 作 为 广义 
导 阔 数 必 然 存 在 ， 这 个 导 消 数 已 经 不 是 普通 的 函数 ;而 上 共有 较 病 
的 奇异 性 ,如 见 例 6.3. 
定理 6.2 广义 函数 的 导 和 函数 与 微分 次 谋 无 关 . 
证 ， 合 如，Y P 亡 二， 


(825s (二 加) 
3 3x1” dx 
4 A2 
(i, -29 _ ) = ( f， -一 和 ) 
xi Ory dx dri 


__f9rf dp df 
(a ” 5 人 p 
gf _ oF 
Oridry Ordx: 
一 般 人 情况 可 业 似 证 明 . 趾 
对 于 普通 黄 数 , 定理 6.2 也 不 成 立 ， 我 们 知道 , 当 兰 通 隐 数 
?2) 的 二 阶 偏 导 函 数 存 在 时 ,可 以 有 .i 
dfx) 01 C*) 
OxQx; Axdxr 
然 和 型 如 把 了 看 作 广义 函数 , 财 广 义 导 函数 却 有 等 式 成 立 , 这 种 韦 盾 
公 是 表面 的 ， 事 实 上 ,例如 上 为 函数 型 广义 国 数 时 ,两 个 广义 导 郑 
。128 。 


有 


所 以 


数 相 等 的 意义 是 对 于 一 切 pg 人 名 ,总 有 
| Of) cx) dz= | 9 f(s) ryax. 


Rn dxsdrs R" dxsdxr 


这 表示 尽管 在 某 些 点 两 个 导 函 数 不 相 等 ,只 要 它们 几 平 处 处 相等 ， 

上 述 积分 总 是 相等 的 . 

定理 6.3 广义 函数 的 微分 运算 与 极限 运算 可 以 交换 次 序 ， 
即 ， 光 fr (8*), 则 

Di—D" HB)., 

证 ， 因 为 算 子 4*1AD"f 是 A9=( 一 1)MD"g 的 共生 算 子 ， 
由 第 一 章 3# 6 ,作为 连续 线性 算 子 的 共 连 算 子 ,D"f 也 是 连续 的 ， 
洪 fm 一 > 依 空 间 鱼 * 的 弱 { 或 强 ) 拓扑 成立， 则 D"fm 一 >D”f 在 
同一 意义 下 成 立 。 日， 

这 个 性 质 对 于 古典 分 析 也 不 成 立 , 

定理 6.1 至 定理 6.3 说明 ， 广 义 函 数 的 运算 具有 高 度 的 可 以 
掌握 的 解析 规 符 根据 这 些 规律 性 ,我 们 对 广义 函数 进行 运算 时 ， 
往往 可 以 免 去 许多 古典 数学 分 析 里 常 过 到 的 顾虑 和 困难 ， 这 就 体 
现 了 广义 函数 论 的 优越 性 ， 也 是 广义 函数 论 产 生 和 发 展 的 背景 之 

近年 迷 出 现 了 广义 函 煞 的 保值 导数 理论 ,可 参看 参考 文 堆 13， 

定理 8. 4( 莱 布 尼 兹 公式 ) 设 站 是 更 广义 孙 数 ,9 是 空间 全 的 
对 子 , 则 对 于 任意 PEN, 有 

Drlaf}= >) (# P'sD™. 


和 号 二 了 


证 ， 只 证 p=1 的 情形 ,一 般 情形 可 用 数学 归纳 法 证 明 , YY 


&, 
(gr os p )=(f; 9 )+ (St, ay) 


dn 
dxr 
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=(f， 3 )-( E27 
-1 (i +o) 
=(i, -a 9 和 )= 一 《ao 的 -ee0 9 让 
所 以 : -一 (月 = ft so- 
下 面 的 定理 后 面 将 要 用 到 ， 
定理 6.5 设 


C1) f(x) 是 局 部 可 积 函 数 ， 
(2) Te "Nn) fx) 是 x 的 绝对 连续 函数 ， 


(3) 导 函 数 | 到 -| 对 于 几乎 一 切 (zs，… ,zs) 和 在 ， 而且 等 于 


局 部 可 积 国 数 8(*)3 
(4) 了 和 8 都 是 天 (Mn 广义 困 数 ， 
(5) 函数 组 {M?} 满 足 条 件 ( 下 7) 
MW £. 


证 : . 设 儿 EC ,用 富 比 尼 定 理 和 分 部 积分 法 得 ， 
— 29 ja 
-a 


_ 人 人 aa g(x) P(r) dr, 


™= = 


Dos 表示 具 紧 支 集 的 无 限 可 微 画 数 的 全 体 ， 


Ei 


=| g(r) P(r) de COD)》 


于 是 广义 导 函 数 二 一 在 一 切 属 于 Kf{My} 的 C5 函数 集 上 重合 
于 g ， 内 定理 3， 5 祷 个 集 在 K{Ms) 肉 现 密 ， 因 比 二 = .0 


设 了 (D) 是 DD 的 虹 级 数 . 假若 全 容许 微分 而 且 对 于 村 一 个 
罗 EE 微分 算 子 级 数 P( 一 Dyg 关于 更 的 拓扑 收 仑 ,因此 也 是 逐 
点 收 艇 ， 记 pm 人) 为 PCD) 的 任意 部 分 和 序列 ,于 是 有 
Pn(— Dpm——3P(t— Dp Cm 00) 
关于 全 的 拓扑 成 开 . 
对 于 任意 x#EVD*, 用 下 式 定 义 P(D)s; 
CPCDDw, Pp) = lim(Pa(D)u, gp). (8. 10) 


因 泡 (PnCD)w, gp) = (#, Pm 一 DD}w)， 玻 有 边 极 限 存在 ， 而 且 与 序 
列 Pal 如 DD) 的 他 择 无 尖 ， 又 
CPODYw 0D) = (1,P(— Dp), 6B. 11) 
车 PCL~D)g 对 于 本 内 有 界 集 关 于 一 致 收 促 , 则 PCD) w ED*, 
而 上 事实 上 ,PP 人 了) 是 共 斩 空 间 年 * 内 的 有 界线 性 算 子 ， 
例 6.5 海 维 赛 德 (Heaviside) 泌 数 或 单 阶 函 数 . 设 
H(x) = [ 0 » I<D 
1， *>0 
在 x=0 有 距 紧 不 连续 点 ， 在 *=0 时 , 日 (x) 通常 取 值 1/2, 有 时 
取 作 常数 c, 0 过 ec 之 1, 这 时 也 记 为 五 (xz)、 如 在 yx=a 点 , 诲 维 赛 
德 函 数 有 不 连 钞 点 , 则 记 为 百 (z -ea)， 号 (zy 世 记 为 167Y》， 
显然 , 海 维 赛 德 函数 是 局 部 可 积 的 ,而 卫 确 定 一 个 图 数 型 及 广 
义 函 数 ， 


《6. 12) 


‘H,gp) = ) HO go) dx= (pc) dx. 
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求 导 函数 得 
(H’,qg) = - (H,p’) = -全 wo dx 


= gp 人 (0 = (6,9). 
上 所 以 海 维 赛 德 疾 数 的 广 闵 导 阔 数 是 站 画 数 ， 
从 上 述 知 , 豆 () 的 普通 导 郑 数 在 :=0 不 存在 ， 而 当 # 气 间 时， 
[Ht(#)j=0; 但 它 的 广义 导 遂 数 却 存在 ， 
在 广 沁 函 数论 未 出 现 以 前 ， 一 些 数 学 家 曾 用 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 


米 解 灵 儿 拉克 测度 ,用 积分 | 9 (z) GH (x) 来 解释 | d(x) pC)dz. 


这 样 可 以 解释 5 函数 了 ,但 对 于 57 (x) 又 说 不 通 ,这 志 是 广 亿 活 数 
论 产生 的 普 景 之 一 ， 详 请 后 面 再 谈 . z 

例 6.4 取 安 釉 (--2, +o0) 上 的 基本 空间 下 ,并 考虑 下 面 的 
沁 数 ， 


1 | im 


| i nk 


fx) 和 A 一 
4 


Fs 
| 一 一 和 


令 为 1(x) 所 定义 的 广义 函数 ,对 它 求 二 阶 导 函数 , 依 定义 有 
Of” :人 PD} 一 . [了 ， a, 


一 + COS2HSK | } 外 
= -一 一 -一 一 一 一 om” (sds 
4 ] 


二 ee ff (COSDAMIF" gp” (5) fs7) ds jaz. 
对 里 面 的 积分 ,利用 分 部 积分 法 ;并 注意 到 wp (x) EK, 便 得 
(大 ,pm) = | {Neosznsxg Cs) ds jaz 


一 1 人 coszrsxg (sj dxds, 
因此 我 们 可 以 规定 
四 138 二 


Ful = | cos2xrzds 
显然 ,在 莹 通 意义 下 ,积分 | ”cos2rsxds 是 不 收敛 的 ， 但 是 作 
为 广义 函数 , 它 却 有 确切 的 意义 具体 地 说 , 它 就 等 于 了 的 二 阶 广 
义 导 函数 
现在 我 们 再 来 具体 将 这 个 积分 求 出 来 ， 为 此 , 令 


Br) 一 | ‘pcospnsads = -12m 
办 I 


注意 当 :->co 时 ,对 于 任何 9(*) EK， 
(gis DY) = 全 (siazxze: 里 全 ax 
一 天 上 


站 人 敏 于 go (0) , 因此 作为 广义 函数 , 当 +->oo0 时 , 8 收 伍 于 4 函数 . 
但 是 号 一 方面 ,在 广义 函数 的 收 全 意义 下 ,显然 有 


二 8 一人 os2rterdy， 
心 


因此 全 COSD HSXds = i8 
0 2 


要 据 这 个 等 式 , 我 们 知道 ,1 (0) 的 二 阶 广 闷 时 函数 就 等 于 5 函数 再 
滁 久 1/2. 
很 六 以 前 ,电动 力 堂 和 量子 力学 中 就 已 经 用 到 了 这 个 公式 ,但 
是 没有 给 予 适当 的 解释 ， 自 从 广义 函数 论 出 现 以 后 ,这 个 公式 就 
有 了 严格 的 意义 ， 
例 6.5 设 
二? 0 
{= (yz, YX 
则 这 个 函数 的 导 函 数 其 至 不 是 测度 .事实 上 , 对 于 任意 的 yp &EK， 
有 
-133 。 


(op) = ~ {rw g(r dx 
= ~ | -app az 
一 (zx) dx 
+ ds | 


ne | (len)pe dx | 


呈正 
器 


-lim| + | 人 * (~ 二 jg tx}d x | 


生 = 首 } 
上 述 推 导 的 最 后 一 步 利 用 了 当 8 一 >0 时 
Pe) p00) /Pe ~ PO 
Try 
员 然 对 于 下 中 的 基本 函数 gp，- -292p ( 轨 在 [0，+ co) 上 
不 一 定 可 积 ,但 整个 方 括号 中 的 量 
PO (ls x 
+) ( 2 J)p wd 
恒 有 一 个 有 穷 的 极限 ,阿达 玛 (Hadamard) 称 这 极限 为 发 散 积 分 
的 “有 限 部 分 ” ,常用 记号 


(IT’, gp) = pf{ T(x px) dx 


表示 ,其 中 了! (wx) 是 T(x) 的 对 于 正 * 的 性 函数, 它 是 不 可 积 的 点 
函数 .关于 陋 达 玛 的 发 散 积 分 的 “有 限 部 分 ”, 我 们 将 在 $ 8 详细 
讨论 . 


至 了 号 二 


$7 6 型 序列 与 5 函数 的 导 函 数 


1. 了 型 诬 列 

在 § 1 内 我 们 引入 6 函数 概念 ， 这 个 通 数 无 论 在 理论 上 或 应 
用 上 都 具有 重大 价值 ,因而 有 着 让 定 的 内 容 ， 我 们 也 曾 指 出 ,6 后 
数 实 际 上 是 一 个 测度 而 不 是 一 个 普通 函数 .然而 , 它 却 可 以 用 各 
种 形式 表示 为 普通 国 数 的 极限 . 

定义 7.1 设 {f} 是 一 个 局 部 可 积 的 函数 序列， 而 且 fj 一 6 
(FB#) , 则 称 {fy} 是 一 个 活 型 序列 ,. 

下 面 给 出 8 型 序列 的 一 个 充分 条 件 . 

定理 7.1 设 Rr* 上 的 连续 冰 数 序列 ji(x) 基 00 = 1;2，…) 产 
生 攻 数 型 四 广义 了 殴 数 , 而 且 满 足下 列 条 件 。 


GD VY 9 E98, 积 分 | 有 i409 (x) gz 对 于 一 雪 ;一 致 收敛; 
(2) 积分 (62) dz 对 于 一 切 一致 收 化 ,而 且 


lim| fix dr= 1 
1-uJRn 


(3) 在 每 一 个 不 包含 原点 的 紧 集 上 ,一 致 地 有 f(x) 一 >03 
M0(D*). 


证 ， 任 到 多 PE 加 ,8 守则 
(fy, PY = (pds 


= NLP) - pO) Jdx + fst) p (0) ds. (7 1) 
然而 | C(x) Cr) ~ m0) Idx 


-| + +| ? (7.2) 
[ze | 二 妆 fF | [2 二 


" ]35* 


其 中 右边 的 被 积 函 数 略 去 ,a,5 为 满足 下 列 (7,3), (7,4) 和 (7.5) 
各 式 的 常数 ， 
让 条 和 件 (1) 及 12) 知 , 对 于 任 一 E>0 存在 > 四 使 得 
| Pa (po ~ p00)) dj 一 sy/3. (7.3) 
因为 pg) 连续 , 故 对 于 上 述 ,存在 62>0, 使 得 lx| 之 a 时 ， 
| 人 人) ~ | <e/3. 


于 是 | cel: Cr) Lp tr) — PO) Tdx | 


< 二 | f(r) dr tae (7.4) 
3 Jizlxa 3 ， 


再 条 件 (3) ,对 于 上 述 8 存在 站 >0, 仍 得 /之 让 时 
fx) opr) ~ pO ]dz < (7.5) 


| 


由 (7.3),(7.4) 及 (7.5), 得 
| (x LPN) POD dx 一 一 > 人 站。 (一 oo) 《7. 
又 因 
他 (np dr= 0) 全 (x) dx—>p (0) = (5, 9p), 


由 {7.07.6) 及 (7.7) 式 得 i >oo 时 f 一 >6( 人 By 日 
例 7.1 在 Ri 内 ,有 柯 西 函数 序列 


sm = 工 。 a 


Tm {7.8) 


当 moo 时 收 化 于 5， 这 是 历史 上 最 早出 现 的 5 函数 形式 . 
证 ， 芝 我 们 能 证 明 序 列 Lim(*)} 满 足 
jim| pms) d= p60) (9*,5+), (7.9) 
则 {smtx)} 就 是 上 型 序列 . 
" 136° 


这 里 设 9(*) 在 区 闻 ( 一 o0, +co) 上 有 界 、 可 积 ,而 且 在 ( - co， 
+ so) 内 连续， 证 明 可 由 下 式 得 到 : 


| Comm(z)ax = gm ds 二 | -gcom(z)as， 


《7.10) 
其 中 gx) = px) ~ p00)., 


因为 对 任意 固定 的 mw， 有 | skz)dz= 1, 所 以 (7.10) 式 成 为 


| ons)dr = pe0) + 六 eeymkaodz 

于 十， 如果 能 证 明 
lim| gmt#)dr = 0， (7.11) 

则 (7.9) 式 成 立 ， 即 证 明 ， 戏 于 任意 的 a>>0, 存 在 正 整 数 叉 ,使 得 
| [gos (x}dz |<e. 

为 此 目的 , 设 4 是 待定 正 数 ,将 区 间 ( - co, + co) 分 成 三 部 分 ,于 是 

| armyde= [gsmds + | gsmds + | era 

= +1,+l,. 

对 子 积分 , 记 |8 惰 -4<xz<4 内 的 最 大 值 为 CA), 则 


i [le kedz <M (4) | 一 dz 
一 岂 -4 了 EC 1 + mr?) 


< MA) | arc tp m4|<M(A). 


因为 8(0) =0 而 且 8(2 在 *=0 爱 续 , 故 有 Iim M(4) =0、 因 此 ， 


Y ?>0, 生 在 正 数 4, 使 得 对 于 一 妇 mm 的 值 都 有 |]14<s72. 
取 上 述 4 后 , 余下 的 是 证 明 对 于 充分 类 的 , 有 |1+ 1 充分 


小 , 


因为 ptx) 有 界 , 而 且 [gCx 志 Ip Cz)1+fp (0)|[, 所 以 |glxry| 在 
" 37 + 


《一 6o， + ec) 办 有 界 . 设 | 8 [< 之 8, 则 
I +1, lb mx 十 | md | 一 1 -二 省 
| 证 -- * | 5 *| s( tg ). 
辣 定 数 A， 由 于 litm(27T)arc tgmA 二 1, 所 以 存在 数 义 , 使得; 半 
NN 时 ,有 
BL1- 2/narctg mA <e/?, 
选取 此 六 ， 即 有 
[cysn de <hr hr ht ltly <e. 
从 而 (7.1]) 式 成 立 , 即 tml*) 是 型 序列 
例 7.2 二 (x) = wx | 是 6 再 序列， 
LE 


改 ” 证 ， 豆 然 , 对 每 一 个 固定 的 自然 数 才 , 当 | x | 充分 大 时 ,|sm(x)| 
充分 地 小， 回忆 公式 


| Snr gr (7.12) 
. 0 + 2 
令 三 一 ?, 我 们 担 
| Sy 和 = 开 . (7.13) 
一 J | 


(7.12}) 与 (7.13) 相 了 得 


令 I=my 得 
三 sm{yydy -=| mx 这 区 -| Sinms dy 一 1 
现在 考 虞 


| -22 pr) ds, : (7.14) 


38， 


这 里 设 wp(z) 可 微 ,而 且 @*(z) 连 续 , 有 界 ， 对 任意 经 ce> 凡 有 
| .ce)dz = | 2 sinmx -+ dy, 
< x 


而 县 lim .Lt | "siny dy -0 
如 陋 


Fm 


疗 理 , 对 于 任意 4<5<0, 有 
lim 二 | .3 "siny ——dy= 0, 


[ee 


因此 


lim [ ms) mx) dx lim | ， Dam yx)de 


[i 二 


p (0) | lim 


[Li | 


azix| 
Nx 


© 
EF i 
be 
om 
一 一 一 
Fy 
B 


t+" sln¥ 本 
lim | ee Tk dx |= pO0) (PB* ,5*). 
其 中 8 是 任意 正 数 (不 论 如 何 小 ), 而且 用 了 积分 中 秆 定 奸 和 
{7,14) 式 . 
因 比 ,和 (x) = Sx 2 是 8 型 序列 
例 7.3 在 物理 堂 书 中 往往 天下 cz 在 x=0 为 二 co 下面 例 
了 了 说 明基 不 局 是 如 此 . 侵 
-1m, [x (2 
mtx} =12m, 了 21) x 和 1/ 7,15Y 
0y 其 它 
则 lim sm(X) = 一 cor 然 而 它 是 一 个 5 型 序列 ， 


证 ， 对 于 任意 m; 有 
| ra(z)dax =1. (7.16) 
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设 了 (*) 有 界 , 可 积 而 且 在 *=0 连续 , 则 


| Fo) dx = C0) | ss) dx + | eC)snCr)ds 


= 0 + | 8g(z)sm(z)dx， 
其 中 g(x) = 了 (x) -了 (0)， 由 sm(*) 的 定义 ,我 们 有 
{ a)sm Cs) ds 
= Dm | Vm Cxydx 一 | ExYdr 
-1m —1ii2my} 


+ 2499 / EExdx, (7.17) 


Etamk 


因为 8(*) 在 *= 个 连续 ,而 且 8(0) =0, 于 是 对 于 任意 的 a>0, 存 
在 正 整 数 NW, 使 得 |z|<1/N 时 ,|e(x)|<e/3。 由 (7.17) 知 ,对 于 一 
切 六 > 人 ,有 


| eC)sm Cx) dz| 


11t20m} 1ft2 直 
ls)lds + m{ ec) ls 
-kim -ft2m) 


im 
+2m | eCx) ld 
lit2m’» 


所 这 当 Kx*) 多 时 有 
lim 《sm f) = lim | snc) dr = 0) = (0,1) (B*), 
即 fm(X) 为 一 5 型 序 询 . 
= 140* 


钢 7.4 下 面 我 们 来 证 明 统 计 理 论 中 的 高 斯 (Gauss) 序 列 


了 区) = Cm fn em 《7.18) 
是 一 个 上 8 型 序 麟 . 
设 岂 数 并 (*) 有 卉 ,可 积 而 且 在 x*=0 和 连续. 我 们 证 明 
Hm [mfr er (Cx)dx = 了 (0) (B+*,5*). 《7.19) 


证 ， 如 例 7,3, 我 们 育 
三 (m/e mr) dx = 了 (0) + | Cm/a) enngle) ds. 


(7.20) 
又 [fC em/ en"g Gx) az| 
-| 三 +| + (m/n)l eg (x) dx | 
(7.21) 


其 中 4 是 一 个 有 限 正 实数 .由 于 f(x) 的 有 界 性 , 存在 正 数 放 , 使 
得 js(*)|=|f(x) 一 了 0)|M, 于 是 
com les pg (C(x) dx <M| [m/e-e"as| 
M [vs . 
| .evidy->0 Cm—>o0), 
VR 


辣 理 ,7.21) 忒 中 第 二 个 积分 当 加 ~>o5 有 时 也 趋向 堆 ， 
最 后 ,利用 f(x) 在 x=0 的 连续 性 , 给 定 2 半 0, 在 诺 站 >0, 使 


得 | 对 < 时 有 
lf x) — FOO a, 


如 果 选 取 拒 , 使 得 24<6, 则 
I (m/f) re g(x) dx < | mi/n) se mete) dx 


< of ojmpreerrras 
一 贞 


* 了 4 。 


3 | “dy (19— 9 7.22) 
= -一 一 e ee — oo). 。 
VT — A | | 

综合 (7.20) 一 (7.22) 即 得 《7.19)，, . 

例 7.5 空间 及 "内 的 开尔文 (Kelyin) 热源 阴 数 (人 0 
0): : 

Lim (4mgt) "exp (= -| =0 (B+, $+ 

+ dut 


例 7.6 空间 有 "内 球形 函数 


_ 2 
pe er lx ) iy 
0， | * | 宇 # 
其 中 改 为 满足 下 列 条 件 的 常数 ， 
1 fr 1 
二 = P ( «El jd 
则 limps =5 (Ce Se Be) 


例 7.7 空间 Rr 内 的 瓦 芋 - 普 沫 (Valle-Poussin), 闪 道 (Lan- 
dau), 东 乃 里 函数 (> 仿 ， 
Tafatj+tD of 1 
br 《YY， -| TY (1 G3 ) » |*i<e 
| | 并 | 半 a 


则 lim py(x,0) =6. (ZB*,S*,B*). 

此 外 ,还 有 许多 其 它 的 5 型 序列 ,这 里 从 略 ， 

对 * 微 分 6 型 序列 ， 可 得 许多 收 全 于 5 计数 的 各 阶 导 钞 数 的 
序列 .例如 


li 3 -一 并 人/ 
0 2 轩 


等 ， 
» 12 * 


2.5 务 数 的 异 画 数 
三 $6 内 已 知 在 R 内 5 隙 数 是 海 维 赛 德 函 数 的 导 函 数 : 
H’,p)= (0,.9), . 
或 写 为 (C145 PD) ,pp). 
于 是 8o 的 导 函 数 亚 然 为 
CHL, p= Co— 1 (Be WCE) = C1" p70), 
即 DPI， = Dr1, = Drcd), 
又 由 (a07 ,9) = (0,a9) 
=(6,— (op)’) 
= (8 — (tamiop’)) 
= -pO0a 0mD -a(0 Pp (0 
= ~ oa (0)6, 9), 


所 以 - oa = ot0)6 一 外 (06, 
从 而 od = DI 1) (2 )ats-nc0)se, 
其 中 gg 是 乘 闻 . 


对 于 多 变数 情形 ， 设 1。 为 单 变数 x: 的 海 维 赛 德 画 数 , 即 
1s, 二 .CXE) ; 则 生 积 


1 = (is) ls ) = | 于 ， 人 二 
0 ， 


决定 计数 型 广义 函数 
(1) = | ps ded 


令 ‘le,m) = [2 i Odx drpy 
则 有 


leory= 1rs 
Dales) = le 1)s 


和 143 间 . 


Dh 
Xr ,1 + 
(Dr ,m) = C— 1)!riD?rge0). 
又 因 CaDrd, pg} = CC-1}c6,D' (po)) 


=(-DP (ea 5)(§ ]p"'aD'y ) 
时 圭 卫 


ten = lesys 


时 于 六 


= -DPI SI (了 )Drra(0)(Dep(0)) 


= > 一 De 3 ) pac0) Dj ,ms 


证 明 路 . 
$8 发散 积 分 的 有 限 部 分 
1. 共 本 概念 


前 面 讨 论 了 函数 型 广义 函数 和 6 立 数 ， 现 在 讨论 一 些 简 单 的 
非 函 数 型 广义 项 数 ， 它 位 是 由 某 些 发 散 积 分 所 产生 的 ， 通 茹 称 为 
阿达 玛 的 发 散 积 分 的 有 限 部 分 . 

我 们 妈 就 一 元 国 数 的 情形 进行 讨论 ,一 般 导 形 可 美 似 处 理 . 

设 了 (zx) 是 有 限 区 间 La +8,81te 半 0,4 + 之 8) 上 多 揽 秆 可 积 诈 
数 , 但 在 开 区 问 (9, 如 内 不 可 积 , 则 出 分 出 奇 点 法 ,可 得 


:4 
jr) = D) eth), (8.1) 


其 中 和 4 和 4; 都 是 复 常 数 ， 而 且 实 部 Re(he)21， 80 是 区 间 
-144。 


(ay 信 内 的 复 值 可 积 函 数 . 
我 们 先 假 定 所 有 的 各 都 不 是 整数 , 则 


生 
| fexyIdx 
1 A 1 由 让 二 了 ] A 1 Mz -1 
-Te -Ta 
+|. hlxydx 
= Ce) 二 Cs) 《8 .2) 
杂 | 1 rE—1 
其 中 ile)= > | (+) ; 
是 二 1 


m -4 1 A -1 p 
FKe) = -人 +| heyds. 
显然 , 当 8 一 0 时 ,ep)->coy 而 三 ts) 却 趋 向 于 一 个 确定 的 


数 ， 这 个 数 可 以 定义 为 发 散 积分 | (x)dx 的 “ 值 ”. 阿达 玛 称 它 为 
发 获 积 分 | fx)dx 的 有 限 部 分 ,用 pE| f(x)dz 来 表示 , 即 


pi| fordrAlim|| f(r)ar 10s)| 
”A 1 Ye = 
-2 
《8.3) 
现在 ,我 们 假定 加 中 有 整数 ， 避 然 , 只 有 当 加 = 工时 ，(8.2) 
中 的 1(8) 和 和 PCe) 才 可 能 有 变动 ， 不 失 一 般 性 , 我 们 设 各 = 1 ,于 
是 


» 4 
fx) = SS 


A 
1 
| CxX— a trath*). 
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仿照 上 画 方 法 可 得 ; 
Ap 六 一 
(0) A > 人 1 (+) + Alni, 


Ba 


1 AE 1 
FAD (sl -) + Alntp—o) 


+ | hl) ds. 
虽然 , 当 a->0* 时 ,1.(8)>o0, 而 了 (8) 趋向 于 一 个 确定 的 数 . 
仿 上 ， 可 以 定义 这 个 数 为 发 散 积 分 | f(*)dx 的 * 值 ", 也 表示 为 
pt| Fa)dz， 
即 pt fa) ds Alim ||， 872G4 — (2) | 
«4 
hx 一 


_ sn 1 ) 
人 Gr + ns —a) + | hc ds. 
(8.4) 

综合 上 述 得 ; 
定 兴 8.1 设 f(x) 汶 有 限 区 间 [4 ++8,5](e+# < 过 ,a>0) 上 的 
复 值 可 积 函数 ,但 在 区 间 (o, 信 内 不 可 积 , 则 可 将 fs) 用 (8,1) 式 


表示 .这 时 , 依 处 中 有 无 整数 部 分 依次 定义 发 散 积 分 
| fedx 


的 值 由 (8.4)? 或 人 8.3) 表 示 , 这 时 也 说 乒 2 在 (es 的 上 Pt 可 积 . 

注 : (1)》 同样 可 定义 5 为 奇 点 的 情形 ， 也 可 以 在 无 限 区 间 内 
讨论 ，{e, 六 内 奇 下 个 数 可 以 密 于 一 个 , 基 至 是 局 部 有 限 的 无 限 个 
再 点 ， 

(2) 容易 堵 出 ,定义 8.1 是 普通 司 积 分 柯 西 主 值 的 自然 推广 ， 


» 14G» 


笋 斯 把 它 看 作 普 通 积分 的 解析 开拓 ， 

2. 性 质 

普通 积分 关于 等 式 的 性 质 ， 对 于 发 散 积 分 的 有 限 部 分 也 成 立 . 
例如 有 以 下 定理 ， 

定理 8.1 (1) 若 1*)ptf 可 和 积 ; 刚 |(x)|< 寺 oo， Pp.p.; 

C2) 洪 了 (x) = g(x)，P.P.;y 则 f(x) pf 可 积 , gx) 与 fx》 有 
同一 坷 点 4, 则 g(x) 也 pf 可 积 , 瑟 


pf| fC dx= pf| .gzdz 


C3) 车 jr) ,8 Cx) 都 pt 可 各 ,0, 三 为 复数 ， Moaf (xy 十 站 有 《从 
也 pf 可 积 , 而且 


pf| Caf Cx) + BegKzy]dx 
下 让 
=arpt| Fodzrp pf| sans 


和 和 吾 去 
CD pl| Foax=pt| Fo) ds + pt| fordx, 


这 里 2E (9, 引 ). 

证 明 留 作 练 习 . 

发 散 积 分 的 有 限 部 分 也 可 以 在 积分 号 下 求 导 数 . 

值得 注意 的 是 ,普通 积分 关于 不 等 式 的 性 质 一 般 说 膝 不 成 立 ， 
这 是 因为 我 们 会 去 了 无 上限 部 分 之 故 ， 

车 q(x) 无 穷 可 微 ; 则 陪 数 ?Dtx) 寿 (a,5) 内 有 类 似 于 (x) 
的 性 质 ， 于 是 当 f(x*) 不 可 积 时 ,也 能 定义 发 散 积 分 的 有 限 部 分 


pf| f(s) px)ds. (8.5) 


宁 沁 证 明 , 当 ww 多 时 , 即 为 空间 仿 上 的 连续 线性 泛 函 ， 施 瓦 兹 称 
它 力 切 覃 数 , 记 为 


» dr = 


PE 电 gtm) =pf| ‘sc 9 0%) dx. 《8， 86) 


5. 例 
例 8.1 在 6 内 已 知 海 维 赛 德 兽 数 定义 为 
1 (x) -| ls < D0 
从 让 XSD 。 _ 
考虑 矩 函 数 1 (0 ,这 里 50， 我们 取 :为 ?的 正平 
方 根 ， 它 是 非 疼 数 型 广义 函数 ,因为 积分 … 
| # 3p) ds (gp EB) (8.7) 


一 般 是 发 散 的 . 然而 由 阿达 玛 和 的 有 限 部 分 可 定义 一 个 多 广义 函数 ， 
其 过 程 如 下 ， 
由 泰勒 (Taylor) 余 项 公式 , 令 
PD) = pO) + ., (8.8) 
因为 (EC* (RY , 所 以 瘦 { 人 对 一 切 1-0 部 是 连续 函数 ,而 且 能 
连续 开拓 至 :=0， 若 8 是 充分 大 的 实数 , 使 5 时 pp(D =0, 则 
(8.7) 式 变 为 


-1 。 4  - 瑟 
《1 《人世 3, 90) = lim{ t pO di 


-加 全 - 当 + +[" 重 a (8.9) 


由 = 和 中 VE 


各 0 0 出 后 入 0 时 起 于 ceo, 于 是 


+ ‘(1) ， 20 (0 
pf| : :pl dt= | PD a 29 (8.10) 
Eh ft vb 


此 趟 显然 是 纺 上 的 线性 泛 函 ， 为 了 证 明 它 的 连续 性 ， 注 意 到 
在 区 间 (e, 卢 内 有 不 笑 式 


($7) | = | = 工 | P"” (F) di sup ip’ (7) |» 
1 0 拉 站 裤 


s 1 * 


于 是 


| 


2V Buk, 人 

因此 ,着 序列 [pm} 在 久 内 收 合子 零 ,由 (8.10) 式 得 数列 
{pfl sip (ds ] 

世 收 误 于 0 , 即 东 钞 连续 ， 我 们 记 这 个 广义 函数 为 


pf (1 21.02)), 
并 且 对 多 内 每 个 gp 由 (8.10) 式 取 值 ， 
综合 (8,.8) 式 与 (8.10) 式 , 令 思 > + oo 得 


Cpfi 31,(1), p(t)) 
11 “一 -于 _ 20mC0) 
Alin|] ?p04 -2 | 


= | ap) — p00) dt 


同 理 能 构造 多 广义 菌 数 
pfrs1, (7), 


(8.11» 


(8, 12) 


这 里 -2<p8< 一 1, 而 坟 限 于 它 的 一 支 ( 即 1>0 时 argt2 =2nx， 


# 是 一 个 园 定 的 整数 ?， 这 时 我 们 有 
《PIT CD PY) 


Apt| pond 


4 B+1 
Ali | tydi+ 2 | 
li 人 | ”pcd + 2 


= ze — pO dr 


(8.132 


对 于 广汉 衣 数 pf CD (一 2 之 8 之 -了 ,能 类 似 证 明 


CPE ,CC — 72) pt{)) 
0 


| pcd 


* 140+ 


= tim|| lm) di+ 2 | 


B+1 
-| le[ott) — pC0) dt, (8.14) 
最 后 , 定义 及 广义 函数 pfis 为 
pflrls Apflilf1,( —7) + pf C1, 《8.15) 


这 里 坟 (# 半 人 0 与 下 之 人 限于 同一 支 ， 
例 8.2 考虑 发 散 积 分 


| ar (Wp ED) (8. 16) 
这 时 有 (2, 900) 


=lim| op(0)1n5 一 9(0)lnef fa]. 
去 掉 开 上限 部 分 p (0)tns, 得 
(pti, po )A] edt plns, (8.17) 


也 能 写成 


_lim[ [2 

-lim|| 一 di+ pl0)Ine| : 

=| 2 Pa ?+ 人 dr 《8.13) 
加 前 ,能 证 明 (8.17) 式 定义 多 广义 函数 . 燃 似 地 可 定义 号 厂 义 


函数 pf lz 一世 上 一 与 bf_ 工 让 为 


(下 1 站 ， 2 , p(s)) 
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[天 
-| Pr) -PDO) ds +| POs (8.19) 
; -下 


ja| 


和 pi 人 pf 人 站 pH 《8.20) 


例 8.5 我 们 洪 虚 发 散 积分 
| ena (mED) 
-" 


的 柯 西 主 值 . 由 定义 , 它 是 有 限量 
ov “2aAlim(| ‘+ ea. (8.21) 


昂 知 (8,21) 内 极 根 在 在 而 且 是 (8,18) 式 与 (8,19) 式 的 差事 
实 上 ,(8.21) 册 定义 为 广义 函数 , 记 为 py 一 * 它 是 Z 广 义 函数 ， 
pv 上 ApflpD -pf lt. (8.22) 
f ’ 人 | 


注意 , 发 散 积 分 的 有 限 部 分 存在 时 , 柯 西 主 值 可 以 不 个 在 ， 例 


如 : 
pr SDaAlin| (| + 上 | ea | 
当 gp(0) 卉 0 时 不 存在 ,然而 


pf| 一 Par=lim|(] .+ 门 Pesszpoma 


存在 ， 


例 8.4 函 回 - 霖 点 ,= af = 0, 土 1, 目 2,…), 我 们 依 
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米 定 父 #(#)， 站 区间 0 有 tf 志 XT/2 内 有 (01) 连续 ， 而 旧 到 0) _ 0, 这 各 
情况 导出 多 广义 函数 
f(D Apf ll O24 


in 
= pil +1 (的 1 (mm/2 th). 


类 似 地 ,对 区 间 一 7T/2 所 1 所 0, 每 到 多 广义 澳 数 
六 (人 1 (TEA 二 1 —£) 


sint 
Api lr tl + LR/ Lh). 


令 j= 天 + 则 


Cf, Vp) = {fi+ fa PD) 一 pf| A 


-s/fz sinr 


-9 + pe] sop 


最 后 。 由 正弦 通 数 的 周期 性 得 出 由 有 限 部 分 pt -dz 产生 的 


邹 广 义 函 数 


1 
Si 


pl- = DD) ("fr ym). 


例 8.5 考虑 发 散 积 分 
{was, 太 扎 吨 . (8.23} 


如 前 面 所 作 , 我 们 取 (站 =p(0) ++ 增 (四, 而 且 取 上 限 充 分 大 使 
» 152* 


tz>5 时 9 = 0 得 
2| a: = (lnb): ~ (ng)s, 
= 
因此 , (8.23) 式 等 于 
[J 
lim ty1lnrdsr PO0) 
lim{ | yr + 2 


— lne)*] | 


去 掉 无 限 项 (lne), 得 到 多 广 义 函 数 


pe . (8.24) 


村 是 得 
人 人 ) 


Atim[|” Sp + (lne)’ |. 


可 以 用 前 法 证 明 (8.24) 是 广义 函数 . 

由 阿达 珀 的 发 散 积 分 的 有 限 部 分 产生 的 广义 孙 数 也 可 由 广义 
函数 的 微分 法 产生 . 

例 8.6 考虑 函数 型 广义 函数 1.007, 其 中 一 1 之 a<0, -co 
<t<+ee 或 纪 作 为 多 值 函数 时 取 He, 这 时 # 取 革 个 整数 . 
它 的 导 函 数 由 下 式 决 定 ， 


(Sd ), PE) )= C18)1, ~ pC)) 


= ~ lim| ”mg (Wdi, (gEH) 
用 分 部 积分 法 即 得 
lim|o| (Da + eg 人 | 
因为 P(e) = 9(0) + OCe)(e->0*), 所 以 上 式 也 可 写作 
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tm|o| 9 人 (dt 十 ep《0) |. 
于 是 由 {8,13) 式 我 们 证 明了 

4 [4°1 (to = pfet” 1 (7), 

dr 


关于 发 散 积 分 的 阿达 玛 的 有 限 部 分 就 介绍 到 这 里 ， 详 情 见 参 
考 文 献 17,18,19 和 53. 


§ 9 Kt{thp} 广 义务 数 的 结构 


1. 尺 { 避 p} 广 义 耻 数 的 结构 

广 义 前 数论 中 最 重要 的 问题 之 一 态 发 现 由 作用 于 沼 数 或 测度 
的 微分 算 子 所 表示 的 广义 函数 的 结构 、 本 节 将 对 于 空间 下 tj 凡 ? 
上 的 广义 函数 得 到 有 关 定 理 . 

定理 9.1 任意 {( 开 { 于 ?广义 范 数 了 部 可 表示 为 斯 昔 尔 吉 斯 
积分 : 


fo = 5 | Mer) Dp) dg). (9.1) 
ERE- Hu 
这 里 之 1,0。(*) 是 RB; 上 的 测度 , 而 且 集 中 于 使 Ma(z) 有 限 的 那 
些 点 所 成 的 集 上 ,又 了 在 更 * 上 的 范 数 等 于 
2 | acecal， 《9.2) 


ta ts 
证 ， 由 第 一 党 8 4 , 了 是 某 个 于 上 的 连续 线性 泛 函 . 对 于 每 
一 个 多 马 名 5 由 《9,1) 式 作出 一 切 向 量 读 数 
pa I OAM RID pr OElolep, ERS,) (9.3) 
的 全 体 , 可 得 到 Bs 映 到 连续 函数 组 {yal*) 1 0 专 Iq| 所 Pj} 所 成 空间 
内 的 映射 ,显然 ;对 应 pC) 路 {fe(X)} 是 一 对 一 的 . 
邻 荆 是 Rs 上 的 一 切 连续 函数 4(x) 所 组 成 的 赋 范 线性 空间 ， 
“154 。 


其 范 数 为 
[8A sup [aCx) |, 
TE 


及 设 了 为 {Box 内 6 的 个 数 ,T" 是 2 个 恒 等 补 间 工 的 第 卡 儿 莱 
各， 三” 内 的 范 数 取 为 分 量 范 数 的 和 ; 向 全 函数 {yo} 组 成 ”的 线 
性 子 空间 , 记 为 4”. 设 它 的 范 数 为 了 的 范 数 . 因为 1fEBs, 于 是 
记功 f(g) 是 4 上 的 连 氏 线 性 这 陆 ， 由 哈恩- 巴 拿 桨 线 
性 泛 函 延 拓 定 理 , 天 能 保 范 地 延 拓 为 着 ”上 的 连续 线性 泛 函 了, 从 
而 由 黎 斯 定理 也 能 表示 为 
7(p) = 3) | ,02d0ots), (OG={0 EDL) (9.4) 
i 
这 点 ro 是 测度 , 琵 且 
玄 | = .daorsgx)|， 
[2 S| gol) 
谈 用 (9. 名 于 4" 的 元 素 9 = {Yo} 即 得 (8.1). 0 
注 ， 由 哈恩- 巴 拿 赫 线性 汉 函 延 术 定理 知 这 里 fp) 的 表示 不 
唯一 ， 
为 了 得 到 更 精细 的 表示 ,我 们 要 对 计 y 作 下 列 人 很 定 ， 
(NiD) 对 于 每 一 个 整数 了 宇 1,; 存在 整数 好 盖 p 使 


Hppe (x) Al) 


9, B 
Ml) ) 


在 R$ 上 是 可 积 的 . 
(NN,》 对 于 每 一 个 整数 # 产 1, 存在 整数 所 之 ?, 司 


Mo Cx’) » p 是 身 妾 


对 任意 2€Ri 及 |*-x | 之 1 成 立 . 
定理 9.2 设计 "满足 条 件 (ND 及 (2)， 则 任意 《六 4 上 六 
必 函 数 了 春 同 表示 为 
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p= DM Dg)ds 9.7) 


[sl 并 
对 于 革 个 整数 上 这 1 及 对 于 某 个 可 测 的 本 性 有 界 函 数 fo(x) 成 立 ， 
叉 全 上 的 开 数 依 
| pis = sup | Mo Dp)lds (9.8) 
表示 时 , f 的 范 数 等 于 
>) essen Suplfat%)!, C9.9) 


19T1 喧 罗 下 所 下 
证 ， 先 证 明 (9.8) 式 与 范 数 
lplle=sup sup Mp(x)D" (x)!l 
lslsn eR 
是 等 价 范 数 . 洪 xE€ Rj, 有 
Motx)D pr |= mp CX) My Cr) Dp) |. 
两 边 积分 取 上 确 界 ,得 
lol Bgl (BsA| warcodzj C9.10) 
现在 用 1912 来 估计 lpils， 为 此 ,和 完 证 明 不 等 式 
lp <4 | eo PelS 《9.11) 


门卫 下 
对 任意 x*ER" 成 并 ,这 盟 4,4 与 9 无 天 ， = 村 不 等 式 也 正确 ， 
上 溃 实 工 , 设 200)=1,|i 字 se 时, ?Q) =0(8 是 固定 的 正 数 )， 因 为 
PX = PO PAL) — pC— eI PE — By os +s Tn) 


= | e898) Jd 
= fa? 3 1 
RE 5 a 

于 起 
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lcoi< 4 本 EA reg xa)ldé, - 
+4i| RA za) ds. 


替 #1,v(x,)。 逐步 进行 下 去 ; 即 得 不 等 式 (9.11), 其 中 取 aV m 过 
1. 
在 (9.11) 中 以 Dg 代 兰 pp 而且 假定 pr* 守 p+ 则 当 xERi 时 


有 
Mp Cr) Dg x) 
Me{*) 。 
<A ee Mp ED"™S | 
pe MpslE) Fe)| peEYde 
<<4rClpl。。 (4 是 常数 ) 
轩 此 


ptr Coll s.. {£9.12) 
由 (9.10) 及 (9.12) 知 范 数 序列 { | 与 让 3 等 价 . 
现在 来 证 明定 理 , 给 定 广义 族 数 了 ,仿照 证 明定 理 9. 1 的 方法 ， 
而 以 范 数 -jy 代替 | + 中 s。 在 空间 ”上 采用 范 数 


oh = fyiorcs) ae (9.13) 


这 里 8= (8 0 六 了 (区 个 拓 o) 是 子 空间 4 上 的 连续 
线性 证 冰 , 因 为 以 (9， 13) 为 泥 数 的 空间 荆 " 上 的 每 个 连续 线性 泛 话 
了 都 有 

TC0) = DY| 0(z)8s)ds， 
这 里 8y( 节 是 可 测 的 本 性 有 界 浮 数 , 而且 

| = Perea SP 人 0 


| 
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2. 3 广义 函数 的 结构 
下 面 我 们 来 考虑 急 减 C” 函 数 的 空间 $$， 这 时 条 件 (N,),(N,) 
显然 满足 , R= R" 而 且 (9.7) 式 右边 每 一 项 能 写 为 
CC— DM) Pp, (9.14) 
这 里 亨 5fo 是 空间 $ 上 的 函数 型 斌 图 ， 对 于 每 一 个 积分 


nA| Mpf udxt (I=1, 2,"*"*, 1), 


我 们 能 应 用 定理 6,3, 于 是 Dei= Mpfs 可 当 作 3#+ 的 元 素 ， 对 任意 
重 积分 同样 成 立 ， 因 此 (9.14) 内 的 每 个 泛 范 对 一 切 w 都 能 写 为 形 
式 了 gw 而且 go 是 及 "上 注 足 不 等 式 
[got¥ YA + x) 

的 连续 函数 .于 是 我 们 已 经 证 明了 下 列 定理 ， 

定理 9,3 每 个 8 广义 函数 了 能 表示 为 

1= DCC + | "E(x)], 《9.15) 

记 里 PRkzy 是 (加 (和 它们 的 不 函数 (到 缚 阶 ? 的 线性 组 合 })R* 上 的 
某 个 连续 有 界 函 数 ,8 ,mm 是 与 于 无 关 的 自然 数 ， 

注 ， 定 理 9.3 说 明 者 每 个 3 广义 函数 都 是 R"* 上 的 一 个 缓 增 
连 综 函数 的 某 阶 广 疼 导 函数 , 则 了 必 为 5 广义 函数 ， 事 实 上 , 设 T 
= D?f, 这 里 f 为 缓 增 连 续 函 数 , 则 当 E 多 时 

TP) = DI p= C1 Dp) 


= 人 《~ Di fx) Dm( re) dx. 


如 取 gpE53, 则 由 定理 5.2 知 上 述 积 分 确定 一 个 了 广义 录 数 了 了; 这 
说 明 (9.15) 是 名 广义 函数 为 5 广义 淫 数 的 特征 人 性质, 所 以 也 称 5 
广义 函数 为 缕 增 广义 函数 .党 似 的 ,定理 9.1 与 9.2 之 道 也 成 立 . 

设 f 跑 遍 3* 内 的 有 界 集 8', 依 第 一 章 定理 5.4;8 和 包含 于 茶 
个 @B$ 内 而 且 依 人 @# 的 范 数 有 js 有 界 。 因此 , 定理 9.2 内 的 表示 
式 对 一 切 了 EB' 及 同一 成立, 而 且 逆 (9.9) 的 集 也 是 有 界 的 , 维 
续 定 理 9.3 的 类 似 证 明 ; 取得 ， 
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定理 9.4 车 /是 5+ 内 的 有 界 集 ， 则 对 于 每 一 个 jEB7"，, 存 
在 其 局 一 中 和 好 的 形 如 (9.45) 的 表示 ,而 且 连 续 函 数 族 44z) | 
FEB 在 R" 上 一 致 有 和 界 . 

定理 9.5 车 了 /一 >0(03*)， 则 对 革 个 B 各 雪上 成 立 


Ty = DL + x ERC}, {9.16) 
这 里 Fy(*) 是 连续 有 和 辕 函数 ,而 旦 
lim sup, |Fs(#))= 0 【9， 17) 


证 ， 在 定理 9.2 和 定理 9.3 的 证 明 中 , 赋予 5? 范 粘 代 普 Li 
落 数 , 雇 下 边 较 弱 的 不 等 式 
4 Ds :dz | 
Le 2 


代替 (9.11) 式 ， 用 下 列 范 数 代 替 范 数 (9.8) 式 ， 
sup | CMoCxI NID pr} dr 性 


ta lp 


最 后 , 代 管 应 用 哈恩 - 巴 拿 灶 线性 话 函 延 拓 定理 延 拓 ty])。 换 为 
保 范 地 延 拓 为 L# 上 的 连续 线性 泛 函 即 可 , 细节 贸 纵 读者 [ 
关于 多 广义 函数 ,我 们 将 在 下 一 章 详细 讨论 . 
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第 三 章 分 布 论 


”本 章 讨论 施 瓦 兹 的 分 布 理 论 , 主要 是 玉 ( 或 多 ) 广 义 函 数理 论 。 
前 一 章 谈 到 的 一 般 广义 函数 的 理论 如 结 档 定 理 等 对 于 分 布 也 成 
立 ; 但 是 作为 一 种 特殊 的 然而 是 重要 的 广义 通 数 ,分 布 也 有 其 特殊 
性 , 便 如 结构 定理 就 是 这 样 ， 一 - 般 广义 函数 没有 类 似 性 质 的 一 些 
结果 ， 然 而 有 一 些 也 能 推广 到 某 些 广义 函数 类 如 其 { 放 s} 广义 画 
数 等 。 本 章 开始 是 基础 理论 ,包括 空间 KK 的 建 字 ,单位 分 解 定理 以 
及 分 布 的 定义 与 初等 性 质 , 局 部 分 布 等 ，$ .5 到 $7 讨论 分 布 的 微 
分 法 、 积 分 法 与 除法 , 它们 有 广泛 的 应 用 , 我 们 在 这 里 只 是 举 一 些 
简单 的 例子 。 $8 讨论 分 布 的 结构 ,由 此 可 以 看 于 分 布 理 论 本 质 上 
是 推广 浮 数 的 导 米 数 概念 , 使 得 蘑 些 不 可 导 的 函数 (如 连续 函数 ) 
在 广义 导 函 数 意 义 下 可以 <“ 求 导 ", 以 取得 较为 广泛 的 应 用 。 8 9 到 
$12 讨 论 分 布 的 进一步 运算 一 一 直 积 , 卷 积 和 它们 的 一 些 应 用 . 
$18 讨论 一 些 较为 一 般 的 广义 函数 类 一 一 Kr{Myg]) 广 义 函 数 与 
(Dz) 广 义 函 数 的 结构 .这些 内 容 初恋 时 可 以 略 去 ， 最 后 篇 述 周期 
分 布 的 一 些 初等 知识 。 由 于 分 布 的 埔里 叶 变 揽 理论 的 重要 性 ,我 
们 将 它 议 在 第 四 章 一 并 讨论 . 


$1 基本 空间 多 (或 K) 


1. 空间 多 (或 天) 的 拓扑 
我 们 用 x* (x;,… xn) 表示 实 4 维 欧 氏 空 间 R" 内 的 变 点 ,用 


i -( 半 =] 表示 大 的 范 数 ， 对 a 人 (ai …。 an)， 我 们 取 D" = 


了 人 日 


丙 Dn 3 这 里 Di 一 计 - 人 一 Xi i 而 Ial| 一 of 中 二 
- 『 


《在 应 用 中 | x 上 与 le| 不 会 混淆 ), 记 el = ai1…an1， 我 们 用 C" 表示 
0) 在 R' 内 mm 次 连续 可 微 的 化 值 沙 数 类 (如 二 =cc, 则 各 
阶 二 oo 人 =0 了 时 为 连续 国 数 类 ), 而 用 CC? 表示 其 紧 垃 集 的 相应 函 
数 所 组 成 的 函数 娄 . 
定 尽 1.1 大 序 询 Lpi} 二 C3 满足 下 列 条件 ， 
(1) 存在 有 界 集 N 包含 一 切 gy 的 支 舍 ; 
(2) 对 于 每 个 a,D"gpi(x) 一 >0( 了->00) 对 于 * _ 臻 成立， 
则 称 序 列 { 拓 匡 在 关内 收 训 于 0 . 
设 只 ={ 名 台 安 ,局 员 
{8} = {eo e182 }» 
[一 
这 里 儿 表 示 空 集 ， 包 fr = 人 2 zs 了 jjfei 是 单调 递减 赵 于 零 的 实 
数列 ,4m} 是 单调 增加 趋 于 必 的 非 负 整数 列 ， 记 零点 的 邻 起 为 ， 
Vo{m}, {el = {9p | PpECI, ialSm, * EQINH; 
[ID"gplx) | <as, =0,1,2,.}, {1. 1) 
 ， 取 一 切 V({mw}, {8}) 的 集 作 为 Cs 的 分 域 基 , 则 线性 空间 Cs 成 
为 扫 着 线 竹 空间 (事实 上 是 局 部 凸 空 间 )， 它 显然 是 基本 空间 , 类 
似 这 种 具有 拓扑 的 基本 空间 仍 记 为 及 或 多 . 
定理 1,1 序列 {gy} 己 Cs 收 侣 于 0 的 充 要 条 件 是 它 依 天 的 丘 
盾 收 雍 于 10 , 即 存在 有 界 集 B ,使 gi 在 8B 外 恒 为 0 ,而 且 除 有 限 多 
项 和 外, 一切 ps EV({m}, {2})， 
证 ， 必 要 性 ， 设 9 一 > 10 一 co 则 9 的 支 集 supp%py 位 于 
蘑 个 Br 内 ,而且 在 Bt 内 每 个 序列 {Dgps} 一 致 收 僵 于 0 .因此 给 
定 任意 邻 域 VC{m}, 4e}), 当 i 了 充分 大 时 ,有 PrEV(Om), {8})， 
充分 性 . 设 i 依 基 的 拓 盾 收 雍 于 零 , 则 tp; 的 支 集 必 位 于 某 个 
有 界 僻 内 , 事实 上 ,车 不 然 , 则 必 有 于 序列 {fw} 和 iw} 及 对 某 个 |x=| 
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>im 时 有 有 pia(x") 尖 0, 这 里 is 革 调 增 加 趋 于 coo, 用 am = ps (xj 


‘二 0,12,) 定 义 F({m} {2)) 余下 的 s 与 浴 可 以 任意 选择 , 至 
然 对 于 子 序 列 # = 各， 9rETF Ce) 这 间 {9 站 依 兵 的 扳 扑 收 化 
于 和 零 的 假设 子 盾 ， 序 列 {D"ps(*)} 对 任意 a 都 一 致 收 伍 于 零 可 以 
从 下 列 事实 推出 ， 取 邻 域 Uwr}, {837) ,使 这 里 ws=l9l, 而 且 负 任 
总 小 ,于 是 对 充分 大 的 1, ps 属于 每 个 这 种 邻 域内 ， 

记 《De) 为 一 切 支 集 在 如 内 的 罗 E 多 的 集 台 . 若 叉 是 欧 氏 空间 
R* 内 的 紧 集 ， 在 〈《Dx) 内 我 们 引进 由 多 诱导 的 拓扑， 容易 前 出， 
CD 内 的 一 个 邻 域 基 由 

Vem,es NA{P | pECDa), al Em, 
*ENENID pe x }|<e)} ¢1, 2) 

给 定 ， 由 第 一 举例 6.1 知 CDyx) 是 完全 空间 . 

设 久 是 空间 R" 内 的 紧 集 ， {MYALM,, MM, ) 是 单调 增加 


的 正 整数 序列 , 记 
Bi{My, N) = {9 | PpEDa), Bal 1,*E R"NH, 
| 六 人 中 之 时。 i =0,1,2,""}. {1.3) 


定理 1.2 集 WE KK 是 有 界 集 的 充 要 条 件 是 它 包 含 于 基 个 
BM}N) 凤 , 即 下 内 一 切 9 的 支 集 位 于 某 个 紧 集 NN 内 ,而 且 于 答 
个 集 {D?“9 | gE 玉 } 是 一 致 有 有 蜀 的 . 

证 ， 固 亿 拓 斤 线性 空间 多 内 的 集合 玉 称 为 有 界 集 若 对 
于 零点 的 任意 邻 域 玉 , 看 在 实数 入 > 0 ,使 得 厂 和 好， 易 知 每 个 
B ({M},N) 是 有 界 集 ， 因 此, 车 璇 包含 于 这 样 的 集 内 , 则 它 是 有 
反之 , 设 玉 是 有 蜡 集 ,我 们 机 证 明王 的 每 个 元 素 多 的 支 集 必 包 
含 于 某 个 有 界 集 内 。 巢 实 上 ，, 若 重 然 ; 必 存在 序列 py} 乞 元 , {x 站) 
CR", 使 得 gy(*7) 关 0 ,和 而且 |*yl 宇 ff、 选 择 y=|gpztx1)1i 和 任意 
的 { 吉 ), 则 对 任意 的 4 汪 0,W 不 能 包含 于 427 下 夫 ] 48)) 内 ,这 辣 玉 
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的 有 界 性 假设 矛盾 , 从 而 我 们 证 明了 对 基 个 紧 集 N, 有 WW 二 (Ds). 
当 正 数 5 充分 小 时 ， 轩 为 8WY 在 多 内 包含 于 零点 的 任意 邻 域 内 ， 
集 {D"p | opE 歼 } 一 致 有 看 ， 设 办 于 时 于 是 下 一 BO) 这 
里 Mm =max Ma. 0 


2. 空间 (D*) 
空间 Cs 能 由 引进 邻 碱 系 
Vim)}, {8})==V (Cs)}, {4m}) = {8, 8, } 
而 拓扑 化 ;得 到 的 拓扑 线 人 性 空间 记 为 CD*)， 如 定理 1., 1 一样, {qs} 
在 (DD) 内 收 绍 于 等 的 充 要 条 件 是 ， 它 们 的 支 集 是 一 至 有 界 的 ,而 
且 对 于 |al 所 ,Dpy 关于 3 ER? 一 臻 收 仑 于 零 ，(D3) 与 (D3)(N 
是 紧 集 ) 的 招 扩 可 类 似 于 (D9) 与 (Dw) 的 拓扑 定 义 . 


$2 单位 分 解 - 


单位 分 解 在 研究 广义 函数 缴 局 部 竹 质 ， 特 别 是 对 于 从 局 部 到 
全 体 的 总 合 问 题 时 ,常常 成 为 有 效 的 辅助 手段 . 

定理 2.1 对 任意 的 ?>0, 必 存 在 函数 p,5 儿 ,满足 下 列 条 
件 ， 

《1》 当 | xl<e 时 ,PCx) 0 

(2) 当 |*| 关 ez 时 ,px =0; ， 


C3) | p(xydr=1, 


证 ， 令 


ko) 
Pp,{x) = pe" SP\ es |x /? | 《2. 1 7) 
D ， |* | 守 8 


这 里 # 鸭 空间 R" 的 维 数 , 为 由 下 式 决 定 的 一 个 常数 ， 


*.f63 各 


上 | exp (GE) =1y 


出 不 难 直 接 证 明 px 满足 定理 绪论 虱 求 ， 0 

注 ， 这 样 定 义 的 函数 p(x) 称 汶 半径 为 8 的 球形 函数 ， 它 是 
一 个 很 有 效 的 工具 ,利用 它 可 以 作出 空间 银 内 的 一 系列 函数 . 

定理 2.2 设 4 是 妈 " 内 的 集合 , 互 是 包含 4 的 开 集 , 则 存在 C” 
谢 数 8 具有 如 下 性 质 ， 

《1) 六 的 支 集 位 于 六 内 ， 

(2) 藻 YE4, 则 有 xy= 1 

《3) 对 一 切 z+ ,都 有 0 志 P(7) 志 1. 

证 ， 设 局 为 月 界 开 集 而 且 使 得 4CGCBCB,Xo(*) 为 6 的 特 
征 函 数 ， 若 se 充分 小 , 令 


BC) = | Xo pss ydy, (2.2) 


定义 2.1 设 人 9CR", 集 族 {Uiher 与 {9:jer 都 是 8 的 覆盖 
若 对 于 每 一 个 7 了 了 ,在 在 7 了 二 了 ,使 得 己 信 jy, 则 称 履 六 {Ut}yer 
从 性 于 萎 荔 {1lie:， 若 虱 盖 集 量 的 集 族 {iher 都 是 开 ( 闭 ) 集 , 且 . 
如 内 每 一 个 紧 集 至 少 和 一 个 ,至 多 种 有 限 多 个 集 {U1} (iED 相交， 
则 称 {Us}rer 芒 集 如 的 局 部 有 限 开 ( 闭 ) 被 北 . 

定义 2.2 设 避 CR", 古 = (上映 ,} 是 8 的 可 询 履 益 . 若 函 数 族 
{er} 满 足下 列 条 件 ， 

《ty 好 人 ”有 上 且 SippPp ae 一季 : 

(2) qi 这 0, 而 生 对 于 每 一 个 * 8, 都 有 ait*) = 


lal 


(3) 对 于 每 一 个 紧 集 NN CC 如 ;NN 仅 同 有 限 多 个 9, 的 支 集 相交 ， 
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山 称 落 数 族 {oi)} 为 台 的 单位 分 解 , 准 欧 地 说 ,是 认 属 于 三 的 局 部 有 
定理 2. 8( 单 位 分 解 定理 ) 落马 是 开 集 ,是 吕 的 开 覆盖 , 则 吕 
必 有 单位 分 解 , 
证 : 设 $5 是 日 的 可 数 镁 窗子 集 , 令 闭 球 
Bi= {x | xER", plpis wr) en, preEs, ri 是 有 理 数 ]， 


i =1,2, 
基 仙 = LU Bo 于 是 存在 诸 紧 子 集 K 构 成 的 一 个 序列 {(K9, 使 得 


《T》 KiCKirs # =1,2,°} 


(2) 内 一 U Ks 


t= 


(3》 每 个 :都 包 合 守 天 ri 的 内 部 用 4 由， 
念 玉 = Ks Kr Ti 有 BW = Kr Kr, 其 中 Ko = KE)= 地; 于 是 


V ,是 开 集 ,Wi 是 紧 集 , 且 Q = (Lj 本， 对 任意 的 EW。 取 开 集 
V(x,i) ET 使 得 * V(xy 让 VI， 由 人 ;的 紧 性 ,存在 有 限 点 集 
(x xos ss 使得 瑟 : 忆 JTVCxs, 让 ， 由 于 全 的 任意 紧 子 集 都 仅 


与 有 限 个 开 集 Vi 相交 , 所 以 诸 开 集 V (4 人 (i =1,2, 呈 31 所 j 蕊 
# 人 组 成 的 族 是 马 的 一 个 从 属于 了 的 局 部 有 限 的 开 材 闭 , 记 为 {7 1 ， 
由 定理 2.2 知 存 在 函数 凶 EC 满足 ， 

(1) Ox) E11 

(2) # 和 1 时 :入 (zs) = 1 

(C3) *¥ EBB, $it*) = 0., 

贞 纳 地 定 尽 ; 
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Grr 1 C—O. Ct} {2.3) 
尼 然 , 往 刀 之 外 ,60:=0, 于 是 定义 2.2 的 (1) 成 立 , 而 且 关 系 式 
Gi (2.4) 


在 i = 1 时 显然 成 立 ， 若 52.4) 式 对 基 一 个 工 成 立 ， 将 (2.3) 与 
《2.4)7 相 加 得 人 (2.4 对 于 上 +1 成 立 , 由 数学 归纳 法 知 (2.4) 对 每 一 
个 自然 效 : 成 立 ， 因为 相同 (1 从 而 


+ Uv, Dae) -1 


于 是 定义 2.2 的 (2) 也 成 立 ,若是 紧 集 , 则 有 在 ,使 Kc [7 


于 是 定义 2.2 的 (3) 也 成 立 ， 
票 空间 儿 在 空间 (Dm) 内 向 密 . 
证 对 任意 PE LD") 定义 


| p= py) poetr — ydy; 2. 
则 ps& C2 而 且 当 加 = 0 时 
PK) 一 Pol*) 
-| ,PC psle ydy 


-J p09) pete ydy 
-| 于 的 (一 pA) Psts— yydy. 


当 #w =0 时 ,因为 9) 是 半 的 连续 函数 ,所 以 在 任意 固定 的 有 
异域 内 ,对 于 充分 小 的 可 以 使 得 当 |*- 六 < 时 ， "|p pO 
<a， 于 是 取 定 6 后 即 得 


二 各 个 操 a- 


-一 


p(x) -pelx)| Ee |， Petz —y)dy= 8. 


即 5 一 > 0 时 stl?) 一 >gp(*) 在 任意 有 界 域内 一 致 成 六 。 同 理 可 
证 一 般 情形 . 中 

注 ， 设 (a) 是 从 属于 工 的 局 部 有 限 的 单位 分 解 , 则 对 于 任意 
基本 函数 oz) 我 们 有 


P(x) = Splr)a(r). (2.6» 
令 p(X) 二 p(x), 则 pe) 是 站 了 的 革 元 素 外 为 0 的 基本 始 
数 ,而 且 (2.6) 式 右边 的 项 数 有 了 上限. 还 要 注意 ,如 困 和 一 >co 时 力 :0Y) 
在 空间 镶 内 让 于 零 , 册 每 一 序列 pi(z)y = p(x)ai(X) 当 8 一 00 时 
在 空间 多 内 也 泡 于 零 ， 


$3 分 布 的 定义 与 简单 性 质 


1. 分布 的 概念 

定 久 3.1 多 LDr)) 的 共 独 空间 记 为 多 ' 式 多 * CCDn)’ 或 
(Dm)*), 称 多 ' 的 元 素 为 分 布 , 即 分 布 是 多 上 的 连续 线性 泛 函 . 分布 
TT 作 用 于 gp 蕊 鱼 时 记 为 f(g) 或 1*y. 

定义 3,2 zz, 的 一 个 专 拓扑 由 零点 的 下 列 邻 城 基 给 定 ， 

Vipi, Pm 8) 
={T | | Tp) le [Tgpa) le IT < 让。 (3.1) 

定 光 35.5 若 对 任意 PE 多 时 ，Ty(p) 一 > 0 ， 则 称 序 列 11s} 
性 多 ' 访 收 但 于 0. 

定义 3.4 车 对 于 多 内 的 任 壮 有 界 集 ,一致 地 有 Ty(9) 一 -> 
0, 思 称 序 列 {Ty/} C2 ' 强 收 语 于 0 ,或 简称 为 政 敏 于 0, 记 为 了 ,一 > 
从， : 
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注意 , 若 妇 是 多 的 有 界 子 集 , 则 由 义 定 ， 对 零点 的 任意 邻 城下 

和 充分 类 的 实数 4> 0 ,有 BCAF. 因为 了 是 连续 的 ,多 内 必 有 零 

点 的 邻 域 V, 使 得 {T(p}| PE 了 是 有 界 代 ;从 而 车 TE 多 ', 则 对 性 
意 有 界 集 了 ， 

T(B) astplT (9p) (3. 2) 


是 有 限 的 .反之 也 真 ( 见 下 面 定理 3.3). 于 是 我 们 又 能 给 出 TT/ 一 > 
0 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 有 漠 集 BB ,Ty(B) 一 > 0 (jo0)， 

定义 了.5 多 的 一 个 拓扑 ( 强 扭 者 ) 由 定义 多 ”内 零点 的 邻 域 
基 V(B,e) 给 定 ,这 里 B 是 多 的 任意 有 界 字 集 ,8>> 0 ,而 

VB,e) A{T | TEB', TB)<e}., (3.3) 

注 ， 将 来 , 痊 我 们 涉及 多 "的 拓扑 时 , 除 特 别 声明 站 ,将 理解 为 
是 自 Y(B,e) 所 定义 的 ( 强 ) 拓 扑 ， 显 然 , 当 且 仅 当 依 多 “的 拓扑 了 
一 > 0 时 , 才 有 了 一 > 0 .又 B'CC 多 ' 是 有 界 集 的 充 要 条 件 是 :对 
任意 有 噶 集 8B ,总 有 

B’ (B) Asupl(B)<o0. (3. 4 


强 ( 吉 ) 拓 扑 的 上 述 定 义 与 第 一 章 的 一 般 术 语 一 致 . 

下 列 定理 揭露 了 多 * 与 (Dx) 的 关系 . 

定理 3.1 凸 集 邢 是 多 内 零点 的 邻 域 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 
紧 集 NCR', 邢 与 (Dw) 的 交集 是 (Dy) 内 零点 的 凸 邻 域 ， 

换 名 话说 ,空间 多 是 空间 (Dw) 的 娄 纳 极限 ， 

证 ， 必 要 性 ， 儿 内 零点 的 任意 邻 城 形 必 包 含 某 一 个 V({m}， 
{2}))， 而 YC{m}, {8}) 与 每 一 个 (Dx) 的 交 显然 包含 在 (Dw) 内 零 
点 的 某 一 个 邻 域 现 。 再 出 琴 的 凸 性 即 可 证 明 . 

亮 分 性 ， 设 多 肉 凸 信芳 与 每 一 个 (Dw) 的 交集 是 (Dx) 内 零点 
的 邻 城 , 念 

六 = 全 zz 之 直上 十 2- (3,5) 
我 们 的 自 的 是 证 明 对 任意 加 = 0 , 存在 莫 数 rs 产 0 和 正 数 gm， 使 


st 站 站 * 


担 者 oE 多 的 文集 位 于 六 内 ,而 且 
(Dip (rly CI BIEm)y (3.6) 
则 多 E 玉 不 失 一 艇 竹 , 可 取 业 "音调 增加 趋 于 coc， 

由 单位 分 解 定 理 知 存 在 5” 负数 an 芝 0 ,使 得 之 wns=1, 而 及 
ba 的 支 介 位 于 紧 集 {g | # 志 |*] 志 #+2} 内 ,于 是 由 定理 2.2 的 注 ， 
每 一 个 史 各 多 ,能 写 为 形式 

p= 5 2 (2+10ngp). (3.7) 
因为 久 是 四 的 ,所 以 若 2**1Gxp WW 对 每 个 4 成 立 , 则 也 有 gq 全 ， 
于 是 只 要 证 明 2" "iongp EW 即 可 ， 

荐 对 于 | 和 fn 1+| 宇 # 时 有 1Dfp C2) | 所 gn 则 对 守 一 要 * 扎 

Rs 有 


(2"*1DF Conp) [SS Rneny 
这 里 各 是 与 9pE 多 和 8 无 关 的 常数 ， 因 此 ， 潜 我 们 取 单 调 威 少 
趋 于 零 的 序列 {en} 而 且 满 是 ar 之; 则 EVL{fm}, {a}) 时 ， 由 
(3.6) 知 27gng 所 他 .再 由 (3.7) 知 PE 玉 , 于 是 这 是 多 内 零点 的 
邻 域 . 中 
系 1 空间 多 是 空间 CDxm) 二 (mp) (m=1,2,…) 的 严格 归纳 
极限 ,这 里 
Nm = {x | |X 1 2 }. 
于 是 多 是 第 二 章 3 1 开始 所 讲 的 基本 空间 . 
系 2 人 久 是 完备 空间 . 
证 : 因为 (了 Pr) 是 完备 的 , 而 且 人 消 是 (Dw) 的 归纳 极限 , 再 
由 第 一 章 定理 7.4 得 到 证 明 、 中 
下 列 定 理 在 证 明 多 上 线性 汉 省 的 连续 性 时 是 有 用 的 ， 
定理 5.2 多 上 的 线性 泛 鸭 工 连续 的 充 要 条 件 是 ;对 任意 紧 集 
了 工 在 (Dr 上 的 限制 是 连续 的 . 
这 是 第 一 章 定 理 7.1 的 特例 ， 因 丽 证 明 略 去 ， 由 第 一 章 的 定 
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理 4,2 及 定 惠 4.3 能 将 定理 3.2 改写 如 下 : 

定理 3.35 多 上 的 线性 泛 函 了 工 连 继 的 充 要 荣 件 是 ， 对 任意 有 
界 集 BC 二 多 ,TC(B)<o. 

由 第 一 章 的 定理 4.4 知 定理 3.3 等 价 于 下 列 定理 ; 

定理 3.4 多 上 的 绕 性 江 区 TT 连 绿 的 充 要 条 件 是 ， pm 一 一 > 
0 (BH, T(tp)— > 0. 

证 明 路 . 

注 ， 定 理 3.1 一 定理 3.4 对 空间 (Dm) 也 成 立 . 

设 L(l1 所 之 oo0) 是 在 紧 集 凡 上 定义 的 PF 窒 可 积 的 可 测 函 数 
集合 ， 若 我 们 定义 泡 疲 


{fips = (fr) pdx)s, 


则 工 ? 是 巴 拿 幸 空 间 ， 设 53 是 在 NN 上 一 切 本 性 有 界 可 测 函 数 的 
集 台 ,定义 范 数 
1- 二 sssen SUB》 

则 工 % 也 是 巴 章 赫 空 间 ， 由 于 函数 型 凶 广义 函数 与 局 部 可 积 函数 
能 构成 一 ~ 对 应 , 宁 过 可 得 下 列 简单 两 且 实 用 的 定理 : 

定理 3.5 浴 对 任意 紧 集 入 ,局 部 可 积 了 区 数列 {fj 在 上 Ww 内 收 
领 于 0 , 则 分 布 序列 方 一 > 0 (多 2. 

证 ， 任 取 有 界 集 BC 多 ， 由 定理 1.2 铝 知 ， 8 包含 于 某 个 
Ba 内, 因 琵 


Ai(B) = suplf(p) 1= sap|| ,fs (Px) ds 
Mo | fs ld = Moi >0. G—>00) 0 
下 面 ,我 们 证 明 空间 2’ 的 一 个 重要 性 质 一 一 完备 性 . 
定理 3.6 设 {fm}9, 而 且 对 于 每 个 wE9,lim(fn, 9) 存 
在 , 则 必 有 fE 儿 ' 使 得 fm 一 >f( 儿 人 )， 
间 170 让 


证 ， 令 (六 9) = limtfn,p), 我 们 证 明 E97. 由 了 于 
(fe pit Gaps) = lim(fm, G11 + op) 

=Timt (fm, oi) + (fr GaP2) 
=o(f, p10) + o,f, pe) 


因此 f 是 空间 多 上 的 线性 汉 诸 ， 下 面 玉 证 明 了 的 连续 性 ， 即 证 骨 
pm 一 0 (名) 时, 必 有 (f,pm) 一 > 9 。 用 反 证 法 , 荐 不然， 必 有 常 
数 C 二 0 和 {pm} 的 子 序列 (不 妨 仍 记 为 {9pm}), 使 得 |(f ,pm)| 宕 C> 
0 . 由 光 中 的 收敛 性 定义 知 D* pmlx》 在 R* 中 一 致 收 雍 于 9， 内 
要 再 取 其 子 序 列 ， 我 们 还 可 假定 |Digpntx)| 寺 1/4* (R= 0,1， 
由 

坊 取 多 = 2pn; 则 六 nm 一 > 0 区)、 但 是 

人 下 Pm)! = 2 Pm) 2"C——?00 (mr 00), 

于 是 由 这 两 个 关系 式 , 我 们 可 取 {fm} 及 { 弟 m} 的 子 序列 ,然后 推出 
子 盾 . 

在 { 萝 mj} 中 先 取 妆 m,, 使 得 | (ff 多 wm,) | 人 > 工 . 

由 于 (np) 一 > 了， 罗 ) ,我 们 可 堪 {fw} 中 的 荣 一 元 加 ,使 得 
i Pm)| 记 1 设 已 选 测 fmy 及 my =1;2,…# 一, 且 和 二: 扫 
Ps 了 取 {六 m} 中 相当 大 的 下 标 ,使 得 


nen) i =0,1s.,0 1 (3.8) 


是 


| Ff, Pm) > S| Cf, rms)i+ (C3, 9) 
3=1 


成 立 的 元 素 作 为 节 on。 《由 于 对 任意 的 分 布 六 ,者 有 (六 Pm) 一 > 0 
(多 站 ,所 以 《3,8) 式 是 可 能 的 又 由 于 (Ya) 一 00， 所 以 《3,9) 式 
也 旦 可 能 的 )， 于 是 能 从 序列 {jm} 中 取 {fms} ,使 得 


如 一 全 
fms ms) > Do fm Ym) | tn (3.9)7 
d=1 


" li7ls 


如 此 继续 下 去 ， 可 得 子 序列 {¥m,} 及 {fm,}、 令 六 = D> ym， 《这 里 
$ 是 多 中 右边 部 分 和 序列 的 极限 ), 于 是 银 世 多， 又 


一 生 . 
Cfmns$) = Si Cf pms) (fm sm ) + > (fmn ;Bm), 
i=1 = 二 
但 是 从 (3.9)7 及 


p> fms $m)| < p> = 


得 [Ps 区) [># -1 于 是 当 8 一 0 时, 必 有 (fnny$) 一 00, 这 和 
煞 列 (fs 9)? 的 寝 限 存 在 相 也 盾 ， 故 于 连续 ,从 而 有 GE 当 "， 

2. 正 分 布 与 正 测度 

在 第 二 合 中 已 知 测 度 是 广义 函数 的 特例 ， 现 在 讨论 正 分 布 与 
下 测度 的 关系 ， 车 对 任意 实 的 PE 多 ,Ttgp) 总 是 实数 ,网 称 分 布 
了 是 顽 分 布 ， 局 祥 , 若 对 今 内 任意 和 的 pp 全 0 总 有 (9) 之 0， 则 称 
分 布 了 是 正 分 布 , 记 为 了 兰 0 . 取 

Ti(p)=ReT(gp), Taste)=ImT(Co)， 

记 了 T= 人 +1i7T,。， 这 里 TT 和 了 是 实 分 布 车 了 是 测度 ,， 则 工 ) 
(j= 1,2) 能 分 解 为 两 个 正 测度 之 差 ( 风 参考 文献 50 的 定理 21. 2); 
车 了 不 是 测度 ,由 下 面 定理 知 Ti 不 具有 有 这 种 分 解 ， 

定理 35.7 正 分 布 是 正 测度 . 

证 : 我 们 只 须 证 明了 在 多 上 依 产 的 拓扑 连 村 .由 于 在 定理 
3.2 中 以 D' 代替 多 时 出 成 立 , 故我 们 只 要 证 明 对 任意 紧 集 N， 了 
在 CDy) 上 依 CD"w) 的 拓扑 是 连续 的 就 通 了 .于 是 , 给 定 ea>0, 我 
们 必须 找 出 邻 域 

V={p | wpECB) sp), 

使 ET 时 |T(p)<<e 即 可 . 设 甸 ECi 是 耕 和 NN 上 等 寺 1 的 非 负 函 


* li * 


数 ( 它 的 存在 性 由 定理 3,2 推出 )， 令 p= 1+ ps; 而 且 注 意 对 一 
扫 * 有 |wp(*)|< 之 5 (xX) , 即 可 得 到 
-<p ipoy. 
因为 了 0, 所 以 车 a 二 8, 则 TC) 寺 T(B)， 于 是 得 
ITipOIESTI), IT(p) lS8T(#). 
因此 ,假定 25T(¥) < 之 8, 则 对 一 切 mEF 了 就 让 1T(@)l<e。 站 


$4 局 部 分 布 


1. 空间 D6) . 

在 3 1 内 已 引入 了 (Do 空间 的 概念 ,现在 正式 定义 如 下 ， 

定义 4.1 设 G 是 R" 内 的 开 集 ， 考 察 所 有 支 舍 含 于 G 内 的 基 
本 测 数 之 集 , 它 们 用 通常 的 线性 运算 构成 线性 空间 , 记 为 (De). 蕊 
可 以 用 类 似 于 定义 多 拓扑 方法 来 定义 它 的 拓扑 如 下 ， 取 

B=-{DAZ, D1 0,, …] 

这 里 HCH TG,1,2, …)》 而 昌 G 的 每 个 紧 子 党 都 包 
含 干 革 个 8 内 ,于 是 可 立定 义 CD69) 内 极限 如 下 ; 设 {g 放 到 (De)， 
如 果 一 切 wi 的 支 集 部 在 GG 内 的 一 个 国定 紧 子 集 之 内 ,而 且 各 级 导 
半数 Dps(*) 在 如 内 痢 一 臻 下 于 0 , 则 称 wy 在 (了 oo 内 移 于 0 . 赋 
了 予 上 述 后 扑 结构 后 ,5(Do) 构 成 一 个 基本 室 间 , 仍 记 为 (了 e) ， 其 共 斩 
空间 (De) 的 元 素 称 汶 局 部 (Ds) 分 布 ， 

异 然 , 洲 恕 /入 Gs， 贡 (Des) CDer}， 由 地 定理 3.4 对 于 (Dea) 
的 情形 也 成 立 , 可 知 工 E (D6) 的 充 要 条 件 是 :9pm 一 -> 0 (Dae) 时 ， 
T(pm)——> 0. 

注 : 同上 上 而 类 似 , 也 可 以 定义 一 般 的 局 部 广义 函数 概念 . 

相对 于 局 部 分 布 ， 前边 所 谈 分 布 也 称 为 全 局 分 布 ， 所 有 关于 
全 局 分 布 的 概念 .定义 或 运算 等 , 除 个 别 旱 然 的 例外 “ 即 达 不 到 基 
本 泛 数 在 全 空间 的 性 质 时 ), 都 可 以 直接 地 或 作 应 有 的 适当 修改 后 
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移 梓 于 局 部 分 布 ,这 里 从 略 ， 

显然 ,每 一 个 全 局 分 布 即 是 定义 于 多 上 的 连续 线性 泛 栈 ,当局 
限于 子 室 间 (De) 上 时 即 为 (Do) 上 的 分 布 ， 反 之 , 车 干 局 部 分 布 
也 可 合并 为 一 个 全 局 分 布 . 

定义 4.2 车 碟 一 切 wECDe), 有 T(tp) = 0， 划 称 了 在 开 集 
口上 等 于 0, 于 是 当 两 个 分 布 之 差 T, -7T; 在 G 上 等 于 人 0 时 ,有关 
= T,. 

2. 局 部 化 赴 理 

定理 4.1 (局 部 化 原理 ) ” 设 开 集 组 {8B:} 是 开 集 的 可 列 村 
六 ,{T)} 是 (Dg) 分 布 (=1,2，…) 而 且 满 足下 列 人 条件， 营 中 有 昌 
关 浪 , 则 在 交集 人 由; 上 T= 了 ,于 是 存在 一 个 唯一 的 在 G 上 定 
尺 的 分 布 了 ,使 得 在 每 一 全 人 B: 上 ,T= 

证 :， 设 {eoij 是 从 属于 { 吕 革 的 单位 分 解 ， 沙 PE Da), MW 


p= Pam (ER"), (4.1) 


+. 


因为 的 支 华 仅 和 有 限 多 个 o 的 支 集 相交 , (4.1) 公 由 有 限 多 项 
组 成 , 因 上 车 存在 ,出 


了 (gp) = STiap) = > Ti(aip), (4,.2) 
这 就 证 明了 了 的 唯一 性 ， 
现在 证 明基 月 定理 所 需 的 工 的 存在 性 ， 对 于 g 纪 (Do ， 我们 


用 (4. 2 的 右边 定义 天 (9)? ,只 用 证 明 于 的 连续 性 ， 由 定理 3.2, 只 
用 证 明 对 任意 紧 集 WCG, 了 在 (五 ") 上 的 限制 连续 ， 但 是 沙 吊 E 


(Dw) ,级 数 之 Ti(aip) 仅 由 mi 的 支 泥 与 N 相交 的 有 限 多 项 组 成 
因为 每 一 个 7 是 连续 的 ,所 以 了 也 是 连续 的 ， 


剑 下 来 证 明 在 人 Dt 上 了 = 了 Tt， 设 gp ECDs1) ,oy 的 支 集 和 包含 于 
全 ! 门 合 ; 内 ;因此 , 若 gj9 到 日 ; 则 : 败 81 去 你 ， 由 假设 Tr(arp) = 


" li74， 


- roy9) ,关于 相 加 ， 即 得 ， : 
TD)= Tae= Tag)=T(o) 0 
: . 4 4 


系 《1) 才 在 各 个 开 集 9+ 上 T= ee Jert 


T= 0 - 
. (2) 车 在 每 个 总 1 上 了 实 0 ,出 在 名 * FT 0; … 

《3) 若 在 每 个 8B: 上 序列 Te 0 ' 则 在 中 二 工 mm 一 一 > 人 

35. 分布 的 支 集 

定义 4.5 考察 使 了 = 0 的 一 切 开 集 的 关 ， 周 系 之 (1) ,这 个 并 
是 使 站 =0 的 最 大 开 集 ， 我 们 称 这 个 集 在 R" 内 的 余 集 为 分 布 7 
的 支 集 , 记 为 supp 工 . 

这 个 定义 与 函数 及 测度 的 支 集 定义 一 致 、 

由 定义 可 知 xEsupp 了 的 充 要 条 件 是 : 工 在 点 * 的 任意 开 邻 
域 U 上 不 为 0 , 即 存 在 ppE(B5), 使 (TT,p) 妈 0. 

定理 4.2 ” 设 分 布 了 的 支 集 与 基本 遂 数 罗 的 支 集 不 相交 ,由 
(T,gp) 一 0， 特别 , 若 supp 了 = 名 , 则 了 二 0。 周 此 , 如 时 在 了 了 的 支 
集 的 一 个 升 邻 域 上 Pi 二 =p WT , pi) 三 CT ,ps), - 

证 ， 由 支 集 定义 可 直接 导出 ,， 中 


$5 分 布 的 导数 


1. 不 连 总 沙 数 的 导数 
第 二 章 内 我 们 已 给 出 分 布 T 的 导数 定义 ， 
DiTtgp)= -TDim), |. | | 《5.1》 
DTip)= 《一 1 人 (0p)， (5, 2) 


9 各 i?! 2 
这 里 几 = Fat BR nm? | = oo 有 了 时 我 
f 昼 
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们 也 记 了 人” 以 代 类 DD"， 对 于 连续 可 微 函 数 了 ， 它 的 古典 导 冰 数 
世 记 为 [Dj 有 或 [LD" 门 .对 于 不 连续 落 数 , 则 Df 与 [Ds 不 同 . 

定理 5.1 设 (1》{xy}(j=0, 土 1 ,+2,…) 为 实 直线 RR 上 的 一 
组 脏 列 的 孤立 点 ,而 且 . Lim 1 Xj 二 二 oo 

C2) fx) 在 每 个 开 区 间 (xy,xy ,1》 {j=0, 主 1, 土 2,'…) 上 有 mm 
阶 一 致 连续 导数 ! 

(3) 每 个 点 zz 都 是 fx) 及 其 有 阶 导 冰 数 玉昌 (2 (=1, 2， 
的 第 一 种 间断 点 ,而 且 跃 度 

fA TD) -fr ~ 0), 


出 | f= Cf 十 ho 2», “他 
十 之 及 全 -20tr 十 和 十 Ss, (5.37 
1 4 
这 里 Gz 是 各 函数 ,Gzy, (op) 三 PXT), 而 


EV Cp = ~ 1) 040007. 
证 ， 用 数学 归纳 法 证 明 ，、 当 龟 =1 时 ,由 分 部 积分 法 ,有 


(p= -Hp y= -| on pdx 
So- S| fg’ (ax 
= 一 Dll — O pls) — xs + 0 p(x)] 
+| pO Jds 
= li + 0 =fxr— 0) ply) 


- Pir ~ Dplrrr) fxs = Op Cr) 


* 4 76 。 


+| pH CD]ds 
= D6s,, 9) + Lf’1, yp), 
4 


rE f= + Dh oy. 
+ 
设 和 人 > 六 1 时 成 立 ， 即 
fe? = Ff] 十 > fy Dot Dts) Fe 
于 二 
+ Don. 
El 
对 9 EB, 则 pp’E 多 ,于 是 由 归纳 假设 知 
(fd gp) = — ft, 的 7) 
一 一 [Fe 十 会 ， ft Dds yy 二 + 十 Bh"6879,9’). 
可 + 
而 【天 二 ] 六 ) 
=| Lf) pC)ds 


= >) Cf Cr) pp’ Cx dx 
二 


“了 


= Sr Ipes) 
1 


TI+1 
Tf 


一 | Cf Dr) lpCx)dx| 


+ 


二 S| Cf rt x) mtx) dx 
4 


一 Dy Lim xs 十 0 一 fi Cry 一 站 ?DC 
本 
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+ OE tO Px) — fx + 0) Pp x) 1. 
z 
次 亿 前面 ,; 知 第 二 个 求 和 式 中 各 项 相 消 为 0 , 改 
(Cf J],p") 
= -| ern) pe) ar-{ Dfim6sn ,p+)) 


_ (Lf 0+ > 六 Gy 9(z )， 
+ 


因而 (Fr "Pp) 
= (Ces (Cx)]+ >( fant Sb Vota 
1 


“十 2 fds )， 


即 对 一 切 自 然 数 站,(5.3) 式 成 立 。 昌 

由 此 可 见 , 第 一 种 不 连续 函数 的 广义 导 函 数 由 两 部 分 组 成 .第 

一 部 分 就 是 函数 的 古典 导 通 数 , 而 第 二 部 分 是 菁 异 广义 省 数 , 即 6 

岁数 及 其 广义 导 函 数 的 线性 组 合 。 这 一 部 分 表示 函数 的 不 连续 
性 ， 

定理 5.2 设 G 是 空间 R" 内 的 闭 域 , 且 有 光 少 边界 了 ,f 是 
G 内 的 加 阶 一 致 连续 而 和 且 可 微 的 函数 且 在 G 外 等 于 0 ， 而 以 边界 
$ 为 问 断 面 ,并 假定 为 第 一 种 间断 性 , 即 滞 8 的 切 平面 方向 各 角 导 
遂 数 都 连续 , 沿 5 的 法 线 方 向 由 内 册 外 各 阶 导 亢 数 都 趋 于 定 极 限 ， 
则 


D; ftwm) = -| PI x) costp, Xds 
辣 


+| EPI) ydx, 


这 里 ?是 5 的 外 向 法 线 ,d5 是 曲面 元 素 . 
证 ， 由 导 卫 数 定义 及 格林 (Green) 公 式 , 有 
,178， 


(De)= -1 (Dig)= - | |Keopeecods 


中 


-| for) px) dr dx, dr dx 
| 
+ | EDI 9) dri de 


-| fr) mr) costy, sds 


z +| LPAI) pdz. 0 
系 设 了 (7) 为 Rr 内 的 向 量 疗 勤 , 了 了 (x) 人 和 (4) ,Tr(x)}， 
这 里 塘 (x*) 都 是 上 述 业 型 的 间断 国 数 ， 念 其 相应 的 证 量 广 义 函 数 
divf (x) = SDsfy, divL fj] = Srp, fr 


上 = 了 让 下 1 


由 由 定理 5.2, 有 
-| fgradapdzr=| cdiv7)pds+ | ef.ds， 


(div[ 门 ， @) =《[ divf],%) +| 7vas， 


这 里 * 。” 表 示 向 量 的 数 积 , grady 为 梯度 向 量 ($2 ,3 } 


定理 5.2 及 其 推论 表 骨 ， 具 有 间断 画 的 第 一 种 不 连续 国 数 的 
广义 导 阔 数 由 两 部 分 组 成 。 第 一 部 分 就 是 通 数 的 证 典 导 阅 数 , 而 
第 二 部 分 是 一 个 载 在 间断 朵 面 上 的 奇异 测度 , 它 具 有 面积 密度 


fx) COS CP, Te), 


定理 5.5 设 A 表示 调和 微分 算 子 , 即 A=_ +… + ， 
dx Ir: 


f 如 定理 5.2, 则 
*。 179 。 


(AL f 34,9) = cat +| mp 21 ds -| f Seas, 
| 好 主 和 Ee 


这 昌 2 表示 内 向 法 线 导数 . 


下 (rm 9) = (at, 加 ) 
(也 | 站)-| ro 名 


- | | a 
(Ez » 9)+ se SP PA 


一 | fxycos(v, Xi) pd 3， 
5 Gxt 


costp, wr) ds 


- 而 D2 
所 (CA,Ap) = ACH, Pp) = (a ?| 


- 2 _[ ao. 
= 人 [和 fi， Dm) + ds | f 3 d5. 0 
如 果 用 积分 形式 写 出 , 即 得 格林 公式 如 下 ， 


这 些 结果 说 明 场 位 论 中 的 积分 变 接 公式 在 某 种 意 上 表示 不 连 
继 函 数 的 广义 导 函 数 性 质 . 

2. 分 布 的 阶 

函数 fE Cn 的 导 函 数 是 C*! 类 函数 , 这 类 本 数 也 可 以 推广 
到 分 布 ; 即 有 如 下 定义 

定 尺 5.1 和 洁 分 布 了 对 于 多 上 共有 (2 了) 的 拓 补 时 连续 , 则 称 了 不 
大 于 入 阶 . 因为 多 是 (2”) 的 稠 审 子 宝 间 ,所 又 了 也 能 恒 网 于 CO 
的 元 素 . 若 工 的 阶 不 大 于 雪 , 而 不 是 不 大 于 光一 1, 则 称 了 是 各 阶 分 
布 ， ， 
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测度 号 零 阶 分 布 ， 于 是 能 断定 者 分 布 工 不 大 于 mw 阶 ， 则 
DT 一 1)2， 1) 不 天 于 疼 一 1 阶 . 

定理 5.4 对 任 间 9, 当 了 EE 多 时 算 子 D*T 是 多 ' 到 多 的 连 
续 算 子 ， 

证 ， 这 是 第 二 章 定 义 DT 时 的 结论 , 在 这 里 我 们 给 出 独立 的 
证 明 .， 回忆 多 ' 的 拓扑 由 邻 域 组 V(B,e) 给 定 。 现在, 对 任意 有 界 
集 Bc 多 , 由 公式 

DTig)=(-— "TD"p) 

蕴涵 DT EV(B,8) 的 充 要 条 件 是 TEV(D"B,e), 这 里 DB8=1{D"g 
PEB. 因 为 D"3 是 有 有 界 集 , 由 定理 1,.2, VLD*B,s) 是 办 内 和 零 
点 的 邻 域 ， 喇 

聂 1 若 T 一 >0( 久 站, 则 DT 09). 

由 定 梁 3,5 及 系 1 ,得 

系 2 若 对 任意 紧 集 NCR",jj 一 >0(L3) 而 且 工 A 并 0a.D, 这 
里 ss 是 常数 ,和 三 仅 由 有 限 多 项 组 成 ,; 划 Li 一 >0( 多 人 )， 

定 尺 5.2 设 #ER", 平 移 zx 是 由 下 式 定义 的 运算 ， 

Taftx) = f(x 有 有) 《于 是 肖 数 )， 
Th GD) 一 了 (Yop) (LT 是 分 布 ). 
由 定理 3,4 容易 看 出 zaT 是 分 布 . 
定理 5.5 落 大 = (0 …y0,8s0, 0) , 则 当天 一 >0 时， 
TT > aT 


-~-- 7 
去 3 (PB’)., 
证 令 
DT _ TAT dp Ya 有 一 9， 
4 一 一 -一 = 一 
" ET Ax ’ » Dry hs 


则 Sa(gp)》 = 工 《 凶 0. 对 任意 有 异 集 BC 多, 令 
Ba= 人 ga | wpEB), 
刚 $5CB2 = 了 (B84) .从 定理 1,2 给 出 的 有 界 集 的 特征 性 质 得 
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Dp MR) (BEB), 

这 里 当 4 一 一 >0 内 Ms (有 一 >0, 银 EBs 的 支 集 被 包含 于 一 个 与 用 
无 关 的 有 界 集 内 , 这 里 不 急 取 癸 | 扎 1。 因此 , 给 定 多 内 零点 的 任 
意 邻 域 YUm}, {8}), 鞍 | 下 充分 地 小 , 则 Bs 属于 此 邻 域 ， 国 为 ， 
对 于 任意 有 >0, 存 宪 邻 城 六 =V({m}, (a)) ,使 TO 过 jy, 落 同 充 
分 地 小 ; 则 有 了 (Ba) 之 wn， 因此 又 有 55(B) 之 wp 于 是 证 明了 ， 当 记 
一 0 时 5(B)- 一 20， 这 里 8 是 多 内 任意 有 噶 集 , 即 9 一 一 0 
‘ZY. 0 - 

由 定理 5.5, 瞻 射 一 ri 是 从 及 "到 多’ 内 的 连续 映射 . 

第 二 侣 定理 5.3 这 里 也 成 立 , 证 明 众 略 . 


$6 分 布 的 积分 


1. 一 元 分 布 的 原 分 布 与 不 定 积分 

对 广义 函数 定义 了 导 函 数 及 乘 子 运算 后 自然 引起 逆 运 算 
积分 与 除法 问题 、 更 一 般 地 ,也 引起 解 广义 函数 的 微分 方程 问题 . 
本 节 驳 末 讨 论 分 布 的 积分 . 

定义 6.1 设 5 汶 已 知人 多 广 义 沙 数 。 浴 对 于 某 个 i, PD:T = 
5 ,如 称 工 为 5 对 自 变量 x; 的 一 个 原 @ 广义 函数 ， 原 允 广 义 讽 
数 的 一 般 形 式 称 为 3 的 不 定 积分 .特别 ,者 下 = 儿 , 则 称 为 原 分 布 . 
我 们 从 一 元 广义 函数 开始 . 

定理 6.1 每 一 个 一 元 分 布 ( 即 多 广义 函数 ) 有 无 限 多 个 原 分 
布 ， 它 们 彼此 相差 一 个 常数 . 信 

证 ， 先 证 车 原 分 布 存 在 , 则 必 有 无 限 多 个 , 且 其 差 为 常数 . 事 
袜 上 , 若 5 的 原 分 布 了 存在 , 则 对 一 急切 人 , 有 


T(E )= SS(#). C6.1) 


”名 此 外 党 歼 辣 即 菠 数 弄 广义 次 数 , 上 其 产生 函数 为 一 常数 ,今后 同 此 ， 
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设 瑟 是 由 满足 条 件 SCDdy = 0 的 一 切 函数 组 成 的 9 的 于 
空间 ， 涛 所 E 再, 则 它 的 定 积分 
yx)=| és 
有 紧 支 集 ， 肥 之 亦 然 , 而 且 - 江 .=&， 因 无 穷 可 微 ,克也 无 穷 
可 微 ,所 以 交 E 儿 ， 取 定 一 个 PE ,满足 


[gar=1, C6.2) 
则 和 任意 EE 多 能 分 解 为 形式 六 二 48(xX) + E(xX), 这 里 
页 一 | -God C6.3) 


而 且 E= 六 一 A488 EH 注意 当 % 基 0 时 ,BEHB. 
设 序列 gp: 一 一 0 (多 ),， 则 易 知 对 应 的 数列 一 0, 而且 国 数 


序列 sy = pi 一 BA 二 全 ——s0(B), Br—>0(F). 


车 5 的 愿 分 布 工 存 罕 ; 由 对 任 一 gE 多 ,由 (6.1) 得 
To) = 和 MT (BY +T (6) =%T(8)+T(-E) 
* 
一 AT 《KB) —S(y). (6,4» 
藻 了 了 和 T, 是 5 的 两 个 原 分 布 , 则 由 (6.4) 得 
Ti(p) -TT, (gp)=4C =| Cpt) ds, 
这 里 C=T1(pB) -了 ,(B). 因 此 TT 一 了 ,是 常数 CC. 
为 了 证 明 原 分 布 工 的 存在 ,我 们 定义 
To(9) = ) 和 一 8( 扩 ) (gpED), 


这 里 是 常数 ,而 处 由 (6.3) 式 定 义 、 又 了 是 线性 泛 函 , 为 了 证 
明了 也 是 连续 的 ,只 用 证 明了 在 有 界 集 BE 多 内 有 界 即 可 . 着 
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在 有 界 集 忆 内 变化 ,A 在 有 界 复 数 集 交 内 变化 ,因此 上 = 由 248 也 
在 多 的 有 界 集 内 变化 ,于 是 5 的 定 积分 g 将 在 多 的 有 异 集 如 内 - 
($$ 的 支 集 包含 于 任意 包含 & 的 支 集 的 区 河内 ). 因为 5S(B) <co， 
由 (人 .4 条 TB)<eoc， 0 

聂 设 5 为 已 知 的 一 元 分 布 ， 则 存在 寺 穷 多 个 分 布 了 满足 
Dr"T 了 = 8， 它们 签 此 相 益 一 个 次 数 蕊 a 一 1 的 多 项 式 . 人 了 

证 ， 寿 在 人 性 可 由 定理 6.1 推出 ， 第 二 部 分 上 只 用 证 朋 ; 设 DY 
=0, 由 T 卫 为 次数 二 a -1 的 多 项 式 . 用 归纳 法 证 之 . 

车 DPT=0, 则 Y=C( 常 数 ); 着 DeT = 0, 则 DT=C.， 此 方程 的 
一 个 解 是 T=Cx。， 由 定理 8.1 知 T=Cx+C,， 若 DT=0, 即 
(DT) = C1, 由 归纳 假设 

DIT =C =D" C1). 

于 是 工 - Cx 1 为 次 数 志 9g 一 2 的 多 项 式 , 所 以 了 为 次 数 不 大 于 0 一 1 
的 多 项 式 . 


2. 多 元 分 布 

现在 转向 多 元 分 布 捕 形 . 

定理 6.2 设 3 演 已 知 分 布 , 则 有 无 限 多 个 分 布 T， 满足 
一- 8 ， (6.5) 


而 且 它们 之 间 相 差 一 个 与 变数 六 无 关 的 分 布 . 
证 设 匡 | 是 满足 等 式 ; 


| Someyzoan= 0 {6,67 
的 函数 二 所 组 成 的 多 的 子 空间 ， 车 51.E Hi 则 它 的 定 积分 
PTiy Xess Xn) 一 [ gr, sy ad 6.7) 


心 此 处 密 项 冻 意 即 孙 歼 型 广 立 范 效 ,其 产生 函数 六 一 镶 项 式 , 仿 后 辐 此 ， 
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属于 9, 而 且 二 = a - 取 定 一 个 仅 依 闲 于 * 的 基本 函数 ft), 且 


BE 英 ,, 满 足 
| pvdn=1, (6.8) 
则 性 意 mg EE 多 能 分 解 为 形式 
PRY = hE) + EC), (6.9) 
这 里 和 (ceo = | PF ts Xn) di 
而 且 =@ -MBEH.. 
车工 存在 , 则 


TA) = 了 (Ma(xa yx 有) + TCE) 
- 2g， _ (到 
TB) + T(E) =7 8) - (号 -) 


= Th BY (5,), (6.10) 
任 取 空间 (x,,… ,xw) 上 的 分 布下 ,我 们 定义 分 布 了 如 下 3 
TP) =, — 5,1), 
于 是 不 难 验 证 (To， NB) = 《F ,Ai 是 (za Tn) 上 上 的 分 布 ， 因此 了 


满足 (6.10), 即 2=58， 中 
dx 


T 的 连续 性 及 的 一 般 表 示 可 仿 定 理 6.1 证 明 . 

3. 分 布 的 一 阶 微分 方程 组 

上 述 定理 可 推广 至 简单 的 一 阶 铅 分 方程 组 的 凡 形 . 
定理 6.3 设 31,52,…,5r( 和 #6) 为 已 知 分 布 , 则 方程 组 


QT, ,, 
二 一 一 站 = Per 
5 了 (一 开关 8.11) 
有 人 解 的 充 雪 条 他 为 
33 .99 (i jl,9,... 
Dx; ax， (tf,7=1,2, ,及 ‘6B.12) 
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前 且 如 果 有 解 , 则 必 有 无 穷 多 个 解 ,它们 互相 差 一 个 与 变数 x1,…， 
ws 无 美的 分 布 , 即 形 如 UCgp) = > (Jr)， 这 里 六 是 邹 ean 
上 的 任意 分 布 ,而 
Mpls ~" Rn) 
=| 六 Dry Tey TEs sn dE dE. (BbB.13) 


证 ， 必 要 性 显 热 ， 充 分 性 用 归纳 法 来 证 ， 
二 1 时 ,定理 6.2 已 经 证 明 ， 假 定 (6.11) 的 前 及 + 1] 个 方程 
有 解 了 ,对 任意 4 :9 满足 人 (6.12) ,而 且 一 般 解 了 是 : 


T(9) =T.(9) + 2 Ch-1), ¢6.14) 
目 一 工 
这 里 了 是 多 s,，… ,sn 上 的 任意 分 布 ， 于 是 (6.11) 的 最 后 一 个 方程 
变 为 
7h) 37 
- Cp 
kl 一 中 _ I ， 
gr 机 的 ) a (6.15) 
因为 对 任意 的 < 总 有 
3 (8 a - as:_ 9 aT, 
Qs OxXp 了 wy Bxs 回 区 
a7， 
-<{s 
Orv r= 0, 
由 归纳 假设 有 


aT 
Srp) — 一 二 


Cr)， 


这 里 之/ 是 空间 多 sw ,sz 上 的 某 个 分 布 , 代 入 (6.15) 式 得 
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9 2 (he-1) 
— 三 之 《As ， 


此 方程 的 一 般 解 为 ! 


5 0 = 这 ha- D+ 2 (6.161 


这 里 > ,是 特 佣 , 把 (6,18) 式 代入 (6.16) 式 即 可 ， 日 


车 训 =#, 则 (6.11) 的 任意 两 个 解 的 差 是 一 个 常数 ,于 是 得 ; 
系 若 分 布 了 的 一 切 % 阶 导 函 数 D?T = 0, 则 7 是 次 数 < m 的 
多 项 式 . 

证 ， 用 归纳 法 ， 当 坊 =1 时 ,结果 显然 成立 、 设 当 杰 = 天 时 成 
立 , 求 证 对 加 = 大 +1 时 也 成 立 ， 设 工 的 所 有 A+1 阶 已 函数 都 为 


0 , 则 (= 1, ,7) 的 各 开 阶 导 盘 数 为 0, 即 了 = CC 为 x 的 次 
1 于 


3 = 


数 小 于 天 的 多 项 式 ) ， ,不 = 1，…， n), 依 归 纳 法 很 设 ， 
在 次数 < 的 多 项 式 ,te -c， 放 二 人- 六 =00=19 


,BRT=p+C, 0 


$7 分 布 的 除法 
设 盏 为 基本 空间 , 4 为 已 晨 的 下 和 狐 子 ， 站 为 已 知 的 生 广 尺 驮 
数 , 于 是 可 以 孝 瑟 磁 积 方程 
AT=B. {7.1} 


这 里 了 为 未 知 的 妆 广 义 函 数 . 解 羔 积 方 程 的 问题 目 然 也 可 以 称 为 
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除法 问题 .由 于 广义 隙 数 的 乘法 问题 现在 尚未 解决, 关 此 除法 问题 
也 权 在 少数 简单 的 情形 (例如 训 解 析 函 数 除 分 布 ) 的 讨论 才 比 较 成 
激 , 一 般 情形 潜 碟 较 少 . 

我 们 只 讨论 分 布 的 除法 ， 

定理 7.1 设 B8 为 已 知 分 布 ,函数 4(x) 为 腰子 而 且 在 空间 及。 


内 无 零点 , 则 方程 (7.1) 有 唯一 的 解 了 = 节日， 


FE 1 1 
证 ， 因 4(*) 无 零点 ,所 以 -tz 仍 为 困 子 , 球 了 = 汪 马 仍 为 分 


高 ;, 它 显然 是 (7.1) 的 解 。 要 证 解 的 叭 一 性 ,就 是 村 证 方程 4T=0 
只 有 和 零 解 ， 事 实 上 , 营 AT = 0, 即 对 任意 EB, (T, 4) =0, 因 
A(x) 雹 零点 , 所 以 每 一 个 瘦 E 多 必 可 写 为 =A 即 ( 了 ,=0， 
太 而 T=0.。 

由 此 可 见 , 问题 站 于 -AC(*#) 有 零点 时 的 除法 ， 

如 困 对 于 任意 的 分 布 B ,方程 4T =B 有 解 , 则 称 冬 子 ACx) 为 
可 除 哥 子 ， 如 有 果 在 空间 (Doe) 内 方程 4T = 号 有 解 , 则 称 轩 子 ACx) 
在 及" 的 开 集 G 上 为 局 部 可 除 的 . 

注 ， 冬 积 方 程 可 以 无 解 ， 例 如 了 4 具有 紧 支 焦 , 而 B 无 紧 支 
集 , 则 AT=8 元 和 解 . 

定理 7.2 设 哑 子 4,,4,,… As 均 为 可 除 , 则 其 先 积 亦 可 除 . 

证 ， 将 陈 法 连续 运用 大 次 即 可 .日 

定理 7.3 设 { 昌 7j) 为 空间 RR" 的 局 部 有 限 开 履 盖 . 若 恬 子 
4 在 每 一 个 号: 上 为 局 部 可 除 的 ; 则 有 4 为 (全 局 ) 可 除 的 . 

证 ， 设 中 为 已 知 分 布 ,于 是 根据 定理 4.1 的 证 明 过 程 ,好 可 以 
分 解 为 级 数 包 已, 及 的 支 集 包含 在 24 内 .由 假 误 存 在 分 布 Tiy 使 
得 在 号 内 4 全 = B;， 我们 不 妨 假 定 的 支 集 蕊 包含 于 9; 内 ( 否 
则 可 取 函 数 wrEDpe。 在 BB 的 支 集 的 一 个 分 域内 ,a(x) =1， 
取 oT 代替 了 Ti). 命 = ZT, 由 于 (人 @0) 为 局 部 有 限 开本 六 ,所 以 
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和 为 有 限 项 ， 中 
定理 7.4 设 分 布 工 为 乘积 方程 4T = 0 的 解 , 则 7 的 支 集 必 
含 在 函数 4(x) 的 零点 集 ( 即 由 方程 4(x) = 0 确定 的 曲面 ) 内 . 
证 明 路 . 
我 们 只 讨论 一 元 分 布 的 除法 , 多 元 的 情形 见 文 献 6,46 和 47. 
定理 7.5 设 8 为 已 知 分 布 , 则 方程 
- *T =B (7.2) 
有 无 穷 多 个 解 ,它们 相差 一 个 应 数 C5,C 为 任意 复 常数 ,5 为 6 函数 . 
证 ， 令 
开 = 人 | (x) =xy(x),$ED), (7.3) 
则 互 为 空间 多 的 子 空间 ,EE 的 充 要 条 件 是 2(0) = 0. 
必要 性 显然 , 今 证 充分 性 ， 定 义 函 数 


CX) zs 
P= 底 
EO), 和 二 


当 x= 0 时 ,多 为 无 穷 可 微 ， 又 因为 上 (0) =0, 所 以 
#(0) = lim 和 80) e700), 


故 zx=0 为 连续 点 ， 又 声 证 
tr+1y 
DO = lim yx), 
+ 0 lim Yes 


珀 一" 蜂 


因此 函数 (2*) 在 *=0 点 无 穷 可 微 ， 又 显然 多 oz 有 紧 支 集 。 所 以 
#$ED,S= x$EH, 
取 定 函数 PE 多 ,而 AEH, 而 和 且 8(0)=1( 由 于 EHN, 所 以 这 
样 的 上 8 存在), 于 是 久 中 任意 阔 数 9 可 唯一 吉 分 解 为 
PIL) = pO Px) + SCr), C7. 4) 
这 里 5EH,6=*$,$EDB. 
设 序列 pj 一 0 多 ), 网 py (C0) 一 0, 于 是 ;1 一 Pp)PB> 
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0C9)、 但 多 (x) = 2 人 2, 自 案 勒 公式 知 


IDrptr) | max |D? 8, 


因此 序 放 0( 多 ). 
设 工 为 任意 分 布 ,9p 全 多 ; 则 
TP) =p TF) + (CT, x) 
= p00T, 8B) + CxT ,Yp), (7.5) 
因此 了 潢 足 方程 xT =8B 的 充 要 条 件 为 ， 对 任意 的 pE 儿 ,有 
(Tp) = pO OT, BY + (CB, YY. (7.6) 
今 任 取 常 数 C, 定 义 分 布 To 如下; 
(To pp) = POC+ Bp) YY PED. (7.7) 
于 是 (To, =CG， 因此 满足 (7.6)， 印 xT，= 8. 
设 4 不 =0, 则 
(Tp = p00 TA) = C0, gp), 
这 里 常数 C= (T, 65)， 因 此 方程 3 = 了 的 通 解 了 可 表示 为 


T+t#. 耻 
定理 7.6 设 习 为 已 病 一 元 分 布 , 则 方程 
x*"T=B (7 .8) 
有 无 穷 多 个 解 。 它 们 中 间 之 差 , 即 方程 
xn 了 一作 {7.9) 


的 通 解 为 CsD?6, 这 里 Cy 为 复 常数 . 

证 ， 册 前 定理 连 路 六 次 即 得 解 工 ， 第 二 都 分 用 归纳 法 证 明 。 
m=1 时 总 证 、 设 对 总 = 天 时 成 立 , 今 设 克 =0， 即 xFC2T) 二 0， 
于 是 由 归纳 假设 ,有 

:T= $4,D76. (7.10» 


于 三 站 
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出 第 二 章 $65 的 (6.2 拉 式 知 


下 一 二 /Ay 
|= > -Deri 5 
p=0 


是 方程 (7.10) 的 一 个 解 。 因 此 


T=T,+C6= D> CD. 


定理 7.7 设 如 为 马 知 分 布 ,4(z) 为 科 子 , 且 A(x) 具有 孤立 
的 有 限 阶 零点 ， 则 方程 47 = 下 有 无 穷 多 个 解 , 它 们 之 善 ， 即 方程 
人 =10 的 通 解 为 


均一 上 
5S= > ,Cr,,Dr60,, 《7.11) 
时 eo 


这 里 qs 为 A(x) 的 坟 ; 阶 堆 点 ,= 1 2 
证 ， 取 相当 小 的 互 不 相交 的 开 集 { 马 ,} ,使 4; 七 如 1 ,而 且 在 部 
内 有 
< 人 二 人 一 Ch 名， (7.12) 
这 里 (和 0 为 集 上 日 , 内 无 等 点 的 无 私 可 微 函 数 ,> = 1,2,…， 
依 定 理 7.2 得 知 在 妨 :(2? = 1,2，…) 内 4 妈 3) 为 局 部 可 除 , 另 取 


开 集 8,, 使 se, 己 厨 s(p= 1:2,…) 而 且 人 9,= 了 R", 函 数 4(x) 在 集 


只, 内 无 零点 ,因此 局 部 可 除 ， 故 由 定理 7.3 知人 4 六 可 除 的 ， 
令 求 方程 45 =0 的 通 解 。 由 于 4(x) 在 号 内 无 零点 ; 故 在 其 
内 5。=0 是 解 ,在 域 只 ,Cn = 1,2,…) 内 其 通 解 为 


$, = > Cy,rD? a, (7, 13) 


因此 在 R" 内 通 解 为 了 = 23S= 之 DrCroDrio- 昌 
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注 ， 营 A(x) 有 无 穷 阶 等 点 , 则 4( 困 未 必 可 除 ， 例 如 ， 


e is, EE 


4(x) ={6, x 


则 有 (0)=0 (p=1;2,…)， 此 时 方程 4 = 人 无 解 . 将 则 , 解 了 

必 为 以 原 点 流 支 集 的 广义 函数 .将 来 可 以 证 明 ( 如 定理 8. 10 的 

系 ), 《ZT,P) 之 信 仅 依赖 于 gq 在 零点 的 有 限 个 导数 之 值 , 取 pi0) 二 

0, 于 是 

. (6,p) = p00 = (AT ,gp) = (T, de) =0, 

矛盾. 
关于 除法 的 进一步 讨论 参 首 参考 文献 6. 


$8 分 布 的 结构 


1. 有 界 开 祭 上 分 布 的 表示 

第 二 章 89 讨 论 了 天 {Ms 广义 函数 的 结构 . 下边 将 会 发 现 ， 
对 于 分 布 而 言 共 有 较 强 的 和 结论， 在 定义 5.1 内 我 们 曾 给 出 有 限 阶 
广义 函数 概念 , 它 也 可 报 述 和 如下: 

设 二 为 韭 负 整数 .如果 pjEB ,p00D"m) 时 (了 ,97)-*0, 则 
称 分 布 卫 具有 有 限 院 ,其 阶 数 反 媳 。 

定理 8.1 分 布 T 了 可 以 (唯一 地 ) 延 拓 汶 一 个 (D”) 广 闵 冰 数 的 
充 要 条 件 是 全 的 阶 数 去 疙 . 

证 ， 因 多 在 CD”) 内 黎 罕 ,而且 ggi 一 0( 太 ) 草 国 呈 人) 上 南 
每 个 (了 "广义 函数 都 责 视 为 阶 数 反 六 的 分 布 ， 反之， 设 分 布 了 的 
陀 数 专科, 风 荆 按 人 (2 在 马上 诱导 的 极限 定义 连续 , 而 多 为 (到 的 
稠密 子 空间 , 故 了 可 以 玲 一 地 延 拓 为 (2")》 上 的 连续 线 竹 证 图 ， 

注 ， 由 此 定理 知 阶 数 安 六 的 分 布 可 以 与 (2 广义 函数 看 作 相 
同 . 
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长 们 先 研 究 有 界 开 集 只 上 的 分 布 由 函数 的 导 函 数 表示 问题 ， 
然后 再 延 扫 到 空间 R" 上 去 ,为 了 后 面 需 要 , 先 给 出 下 列 定理 ， 

定理 83.2 设 了 是 分 布 , N 是 R" 内 的 紧 集 , 则 存在 整数 mw 之 
0, 使 得 当 gr Ex 而 且 所 有 D py(x) al| 志 m) 在 R" 内 都 一 致 收 
化 于 0 时 , 必 有 (了 ,D>0。 

证 ， 因 了 是 《Dr) 上 的 连续 汉 阔 , 所 以 对 于 任意 :>0, 存在 
(Dw) 内 零点 的 邻 域 Vm,g,N) ,使 pg EV(m,n, N) 时 , |(T 了 ,gp)| 专 
Ee. 叉 因 工 是 线性 的 , 故 对 任意 入 0,9pEV (Cm,9 和 NN) 时, 1( 了 ,gp)| 
ABg，、 取 定 8 请; 取 入 充分 小 即 可 . 0 

定理 8.3 设 T 是 分 布 , 昌 是 R" 内 和 的 有 界 开 集 , 则 存在 连续 
函数 了 和 自然 数 b, 使 得 在 号 上 工 = 了 9, 而且 可 取 连 续 函 数 了 使 
其 支 集 舍 在 8 的 任意 开 邻 域内 ， 


证 :为 方便 计 ,我 们 用 符号 二 表示 了 < ， 因 加 有 办 ， 


‘0x™ 


取 六 = 条 ,由 定理 8. 2 的 证 明知 存在 整数 加 守 0 和 %>>0, 使 得 当 
vwEDITmE SI Dr oer wm 时, 


lIT ,gp) Se. (8.1) 
设 mECDs), 于 是 有 有 

PRI ty Kn) -=| Op (Cs, py en) dk. {8.2) 

_ XE 
取 实 数 p 宇 1 而 且 大 于 和 集 应 的 直径 , 于 是 若 ECDx), 而 生 

og 

dd < ,2 
| . < (8.2) 


a™ 
EE 


<<w? 从 而 1D"p()| < (pl 万 m)， 由 此 知 1(T, 9) 去 


>0(Li(N)) ( 即 ”_91 局 部 可 积 且 在 NN 


| 


8; 于 是 1E (DN) 
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于 平均 收 融 和 后 0 ?时 ,70 一 0， 更 考虑 L1N) 的 线性 子 空间 
CW Ay [y= eM ,we Dr)), 


全 十】 


册 瞻 射 FY 把 室 间 (P 世 一 一 地 怠 成 (4) ( 因 为 对 9 逐次 微分 唯 
一 地 决定 银 , 而 对 细 逐 次 如 (8.2) 式 积分 ,唯一 地 决定 2， 我们 定 
义 ( 由 上 的 线性 汉 函 如 下 ; 


_ "tigp 
(LL,$) = (TT,%), ($= 多) 8.3) 
列 工 是 (4) 作为 L1(N) 的 子 空间 上 的 连续 线性 泛 函 ， 事 实 上 , 因 
‘8.2) “区 讽 
| CL, p=), plse, 
于 是 


CL,p) | 2 一 | 势 | 站 ,w， (8. 4) 
由 哈恩 - 巴 拿 赫 线性 泛 函 延 拓 定理 , 工 能 保 范 地 了 延 拓 为 LIN}) 上 的 


连续 线性 泛 函 , 翁 记 为 工 ， 下 是 存在 一 个 定义 在 入 上 的 有 守 四 出 玫 
数 h(x), 使 得 


Co) = (CL,9) J 有 (区 (dz 


-| hx) de = (hb, Te). wvEDs) 
(8.5) 
即 T= 1 (3.6) 
作 天 的 原 通 数 f; 
Fr yz) -| | ac de 
四 (8,7) 
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它 显然 为 有 "上 的 连续 函数 ,但 其 支 集 一 般 地 不 是 紧 的 .将 了 锅 为 
分 布 , 则 有 


of -8 
Dx BX, 
于 是 在 开 乐 从 内 , 窒 
T= 1 0 C8. 8) 
局 区 下 + 


设 虽 为 闭 集 五 的 任意 的 有 界 开 邻 域 , 取 aE (Do), 并 且 在 闭 
代 特 上 alx)= 1， 于 是 可 取 af 代 状 1， 而 of 的 支 集 在 开 邻 域 
品 ” 之 肉 ， 省 

注意 , 这 个 定理 中 的 连续 函数 了 在 只 上 显然 不 是 唯一 的 ， 事 
实 上 ,加 一 个 满足 ”gr = 0 的 隙 数 & 后 仍 得 同样 结果 . 


dr™+z 


这 个 定理 表明 任意 有 界 集 上 的 局 部 分 布 都 是 某 连 续 函 数 的 广 
义 导 函数 ， 由 此 可 见 ,广义 函数 理论 本 质 上 只 是 把 微分 的 概念 扒 
广 了 .而 所 有 的 广义 通 数 在 局 部 的 意义 上 都 是 由 连续 函数 经 过 广 
义 徽 分 而 得 到 的 ， 也 可 以 从 这 里 揭示 的 掀 造 观点 为 起 点 而 建立 广 
义 郑 数 的 理论 , 见 参 考 文献 例如 45. 

系 ， 设 另 是 有 界 开 集 , 则 (Do) 上 的 每 个 分 布 剖 是 表 限 阶 的 ， 

下 十 讨 论 分 布 的 相同 表示 . 

定理 8.4 藻 B’ 是 分 布 的 有 界 集 ， 吕 是 R" 内 的 有 界 集 ， 则 
存在 p EN, 使 得 对 任意 TEB' 在 只 上 有 了 = 了 Br 这 里 { 门 是 
乏 续 且 一 致 有 界 的 函数 族 , 它们 的 支 集 包 含 于 蕊 的 任意 给 定 的 开 
邻 域内 ， 

定理 8.5 设 了 0( 多 门 , 日 是 了" 内 有 界 开 集 , 则 存在 绢 E 
N, 使得 对 每 个 ,在 只 上 有 了; = 妈 ? 廊 , 这 里 们 ;} 是 在 号 的 任意 给 
定 邻 域外 为 和 4 的 连续 通 数 列 , 而且 在 有 R* 内 万 ( 打 一致 收 合 于 0. 

反之 可 从 定理 5.4 的 系 2 得 出 ， 
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这 两 个 定理 的 证 明 依 赖 了 于 下 面 定理 : 
定理 8.6 设 B’ 定名 * 内 的 有 界 集 , 则 对 任 窟 紧 集 NN, 在 
{ 呈 xx) 内 存在 零点 的 邻 域 了 ,使 得 
有 CV) Asup TCD) < oo0., 
素 定 理 是 第 一 章 定 理 5.3 的 特例 , 因为 (Dx) 满足 第 一 可 列 公 
理 . 
定理 8.4 之 证 ， 有 各 字 重 和 揽 地 应 用 定理 8.3 之 证 其 中 ,93 
对 应 于 定理 8.6 的 邻 域 了 ,于 是 得 到 与 五 内 的 了 无 关 的 具 8, Pp, 
的 (8.4) 式 .由 哈 思 - 巴 拿 赤 线性 沦 阔 延 拓 定 理 知 荆 的 范 数 不 变 ， 
因此 
essen suplacx)| =||LI<E.A 
这 里 4, 与 TEB’ 无 关 . 
定理 8,5 之 证 ， 因 了 -> 0 民 jj} 是 乡 ' 内 有 界 和 集 , 于 是 存在 
与 7 无 天 的 六 ， 放 ; 8 售 
[Dp (olsm) 
时 | 了 (mJ 过 se， 在 定理 8,3 的 证 明 中 考虑 《4) 作为 53 的 子 空间 ， 
因 | filyx 筷 OH 了 b,x: 这 里 是 常数 ,由 (8.4) 式 得 
[IL Alp, EdD. (3.9) 


这 里 4 是 与 了 无 关 的 常数 . 二 是 能 把 每 个 工 ; 连续 延 扫 到 (用 上 . 
设 (TT) 是 (4) 在 关内 的 正 交 余 集 , 现在 定义 i() = 0《 当 单反 
六) 时 )， 则 线性 地 延 拓 工 / 到 空间 ! 上 ， 仍 用 Lj 表示. 于 是 如 
(838.5) 有 


Ls) = | hs) ds, ELS, 
由 此 得 
《17 Nhlls,r SA 
(2) 对 任意 节 E 工 3 | 876) (ede 0 ， 


”9 人 


1 包 二 1 ， 2 y ‘Nn EEN 


0， 其 它 处 
因 上 (6) EL3( 当 x* 同 定时 ), 取 x% EN 时 Ar = 0， 再 由 (2 ) 得 


gr) = hde = | ko) hs de 0 (irom). 


由 (1), 序 询 {81 是 等 度 连 康 的 而 且 关 于 *,8; 一 致 收 伍 于 0， 
如 定理 8.3, 取 方 = 《一 1)*+D"ggy 即 得 定理 之 证 ， 叱 
注 ， 定理 8.3 的 证 明 中 若 以 L# 代替 3 也 能 证 明 , 但 证 明定 
理 8.5 时 却 不 行 . 
2. 空间 R" 上 分 市 的 结构 
先 从 具 紧 支 集 的 分 布 开始 . 
定理 8.7 设 工 是 具 紧 支 集 Wu 的 分 布 , 则 存在 整数 思 之 0 使 
得 车 名 EC 而 且 对 于 ji| 委 m， 吕 “9 一 0 在 As 的 某 个 邻 城内 一 
致 成 立时 ,了 (97) -> 0 (和 > co) 
证 ,假定 yj 的 支 集 与 了 的 支 集 在 六 内 相交 ， 令 q 蕊 多, 而且 
在 No 的 某 邻 域内 等 于 1 ,定义 分 布 ， 
了 (9) =T (am). (8. 10) 
北 定义 与 a 的 选取 无 关 . 事实 上 , 若 户 是 另 一 个 满足 上 述 条 件 的 
函数 , 刚 a 一 上 的 支 集 不 与 了 的 支 集 和 相交 ,因此 
Tiop} 一 T 了 fpBpy = T(ta -Pp) = 0. 
因 DITp) = 一 TiDgp), 于 是 定义 (8,1 们 与 PE 多 时 (gp) 的 定义 
一 致 ， 应 用 定理 8.2, 用 agri 民营 wy, 凤 得 到 证 明 。 0 
定理 8.8 任意 具 紧 支 集 No 的 分 布 T 都 能 表示 为 形式 
T = 人 DC (8.11) 
宪 唤 和 
这 里 Gq 是 在 和 Ni 的 任意 给 定 的 邻 瑾 忆 外 为 4 的 连续 夯 数 . 
证 ， 设 日 是 有 界 开 集 并 和 且 满 足 和 WCCCUV. 由 定理 8. 3， 
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Rs) = | 


T= Dr 在 (Da) 内 成 立 ; 即 车 wwE (Da), 则 
T (gp) = 10 | fo Dry (dz, (8.12) 


而 且 f 是 支 集 位 于 遇 的 基 刍 城内 的 连续 消 数 ， 
令 gp 世 克 ,0E 罗 且 6 在 届 内 WN 的 某 邻 域 二 等 于 1, 则 


Tig) = Tagp) = (— D'™| fp? (po dx. (8.13) 
由 药 布 尼 奖 公 王 
Ds ap) = > )?™ ‘aD'w, 
空 十 而 


得 To) = (~ "| (Gs ) Dr""alDeydx. 


宰 所 中 


(8.14) 


p 
因此 T= FD'G4, 这 里 Ge= CO， je 


位 于 内 ， 
定理 8.8 4 证 明了 下 列 事 ， 苛 T 了 TE 多! 及 具有 紧 支 集 ， 则 它 晨 
有 有限 阶 的 , 即 它 能 由 志 坟 阶 的 导数 DD 来 表示 更 严格 的 有 : 
定理 8.9 若 T 是 具有 紧 支 集 W, 的 分 布 布 且 阶 数 所 加 则 
T= 2 了 "ps (8. 15) 
| 
这 里 ju 是 测度 ， 它 的 支 集 包含 于 NN, 的 任意 给 害 的 邻 域 内 . 反之 
是 平凡 的 . 
证 ， 证 明 类 似 于 第 二 章 定 理 9,1， 设 号 是 开 集 , 使 得 NN, 守 昌 
所 瑟瑟 ， 对 每 个 9 皇 本 ,对 应 于 长 为 六 的 向 芋 { 提 oj = {Dp} 了 | 
过 扫 ) ， 这 种 对 应 gr {ga} 是 一 对 一 的 ， 令 4 表示 线性 空间 荆 " 
的 子 空间 , 它 由 长 为 z 且 在 性 上 连续 的 一 切 和 商量 六 数 (wel 组 成 . 
* 取 通 常 的 上 确 漠 范 数 .在 4” 上 定义 消 


*" 198 + 


Li{pa}} = Tp), (3.16) 

则 由 于 工 的 阶 不 大 于 贡 ; 所 以 它 是 连续 的 .由 洽 恩 - 巴 拿 茜 线性 泛 
芒 延 拓 定 理 , 工 能 保 范 地 直 拓 到 荆 ' 上 上， 由 黎 斯 定理 知 ; 

工 ({gg}) = > vp) = Dy ra (Dy), (8.17) 


1 到 ] 反 到 1* | 


这 里 vr 是 测度 ,其 区 集 在 只 内 . 

令 Wo= (一 1)11= poy, 则 

了 (9) - 之 Dipggtgp), 0 
| 有著 

由 (8.10) 不 难 推荐 ， 若 了 的 阶 不 大 于 三， 而 且 另 "pi 一 0 对 
一 切 lag| 志 可 关于 x ER 一 臻 成立 (这 里 只是 六 的 茶 邻 城 ?)， 出 
了 87) 一 0, 一 般 说 来 遇 不 能 用 No 代替; 热 而 对 某 种 健全 入,; 例如 
凸 集 ,下 列 结 论 成 立 ， 存 在 贡生 mm’ (tn, No), 使 每 若 D"wp 一 0 
在 于 上 一 狼 成 立 {|a 所 ;人 站 ; 则 了 (p> 0， 由 此 ;下 列 定理 是 有 
意义 的 ; : 

定理 8.10 者 TT 是 臭 紧 支 集 和 Ns 的 分 布 ; 而 且 阶 所 多， 则 对 任 
意 单 EZ, 在 No 上 对 一 切 Igl 和 ww 都 有 Dp= 0 时 有 了 (9) = 0， 

接 名 话说 ，@ 与 其 前 tw 阶 导 函 数 在 六 上 的 值 ， 唯 一 地 误 定 
T (mm). 

证 ， 令 

| Va={* | XER’, pr, No) Sd), {8.18) 

这 里 p (x, No) 宸 示 集 Ni 与 点 * 的 距离 。 畴 沟 罗 的 一 切 和 次 阶 方向 
导 遂 数 ( 即 4.9,…, dmp, 这 里 ddi 是 方向 导数 ) 在 N。 上 交 9, 玻 它 
们 的 绝对 入 在 Va 内 小 于 任意 给 定 的 人 > 4; 这 里 假定 4 充分 地 
小 ， 

对 任意 xx EVs, % EN 设 c 是 连接 了 到 六 内 的 扎 的 长 度 
所 昌 的 线段 ; 则 对 任意 mm 一 1L 辽 方 向 导 函 数 简 记 为 辣 ””， 即 
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D"- ig (x) -=| 2 D" p(s) do, (8.19) 


这 里 上 关于 e 变化 而 地 -是 方向 c 的 导 盘 数 , 于 是 得 到 不 等 式 


Dw1g | 所 wd， 滩 步 地 用 上 噬 法 作 下 去 即 得 ， 
[Dwr led ry EVa). (8. 20) 
这 里 D? 表示 任意 专 阶 方向 导 函 数 , 也 表示 为 了 pp = 了 1 Da. 
为 了 使 用 工 (9p) = 了 (qa) ,我 们 选取 某 个 gE 多 ,使 9 在 入 6 的 
某 邻 域内 等 于 1 ， 记 之 为 9=wl， 令 Bs 是 Ves 的 特征 遂 数 ， 而 
Pp。 是 由 (2.1) 确 定 的 球形 函数 , 取 
oe CF) =| .2 CW pan tx— dy. (8, 21) 
骤然 i 毛 包 ; 自 寺 qa 所 1; 而且 
1, xEV,, 
和 站， xEV, 
因为 ID?p,000| 志 4A,e (4 为 常数 ), 所 以 


IDrastx)| 志 Bpd-1?! (8B; 为 常数 ). (8. 22) 
由 葬 布 尼 兹 公式 及 (8.20) 和 (8.22) 得 ， 对 一 切 如 全 ao 及 
一 切 |8| 志 mm 有 
?Valx) | 所 Byd"'" (8 是 常数 ). (8, 23) 
回 记 T(9) = 了 (aag] = 了 了 (8a) ,而且 湛 虑 到 当 a 一 0 时 ， Drypa 
一 站 在 及 "内 一 致 成 立 , 即 得 工 (po = 0。 省 
. 系 ”党 分 布 了 的 支 集 仅 由 一 点 5 组 成 ， 则 了 可 唯一 地 表示 为 
点 上 8 的 6 前 数 及 其 导数 的 线性 组 合 
T= 了 CD? ds 
1 PP 1 二 二 
这 里 C。 为 揽 党 数 , 凤 依 赖 于 工 。 
证 ， 不 妨 息 证 上 = 0， 因 为 了 的 支 集 为 紧 的 ， 族 了 为 有 限 阶 ， 
* 200。 


ta CX) <| 


不 芒 设 为 侣 阶 , 则 由 定理 38, 109, 对 一 切 |e| 扎 可 硫 间 万 马 , 有 DD" 人 (0 
三 0, 于 是 了 (¥%) = 0. - 
对 任意 轧 多 , 肝 
pt) = > Dp 0) yo yr), 
ln|em ?1 
这 里 间 各 本 ,而 且 |el 过 天时 ,Dopt0)= 0 于 是 TT (办 = 0, 即 
T(p)= >， er (Xp) ， 


1 1 本 严 
所 以 T= 全 CopD26. 

了 蔬 | 二 亚 

分 解 式 是 唯一 的 、 事实 上 ,因为 

T(x) 一 之 GD d,s ,= >, CC 19 ?6 oor 
1 了 | | | 三 到 
={- 1}) Cgly 

于 是 令 了 = 0 ,网 T ("= 0, 亦 相应 的 5C。= 0， 0 

3. 具 糙 意 支 集 的 分 布 的 于 示 

现在 我 们 转向 具 任 意 支 集 的 分 布 T. 不 能 期 望 如 前 一 样 ， 把 


分 布 工 表示 为 有 限 个 函数 的 导 函 数 的 和 ,然而 可 以 表示 为 之 To 
这 里 于 是 局 部 有 限 的 , 即 R" 内 每 个 紧 集 仅 与 有 限 多 个 滑 数 的 导 男 
数 I 的 支 集 相 交 . 


定理 8.11 设 {@} 是 分 布 T 的 支 案 的 可 列 开 覆盖 , 则 了 能 
分 解 奖 局 部 有 限 级 数 ; 


T= ZT 《8, 24) 


这 里 Ts 的 支 集 包 含 于 全: 由 内 ， 
证 ， 设 负 , 是 下 的 余 售 , 则 岛 , 与 {如 小 组 成 R" 的 开 黎 羡 ， 命 on 
惟 49} 组 成 从 属于 此 履 访 的 单位 分 解 . 定义 
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Tm) = 了 (Bop)， Til@p) = Ta). 
因 op 苦 ] 支 梨 和 包含 二 a 的 余 集 内 ,了 (laop) = 人 0, 因此 Tem) 一 0 向 


分 布 天 的 支 集 局 包含 于 加 :站 内 ,从 侧 级 数 浓 ,TT, 是 局 部 有 限 
的 ;而 且 有 
Ti(p) 二 > Tp) -7 (Boe) = 了 工 (六 )。 | 
=1 三 笑 I= 
定理 8.12 ”每 个 分 布 了 能 写 为 下 列 形式 ， 
I = DYGs, (8. 25) 


这 里 每 个 Gy 都 是 具有 紧 支 集 的 连续 函数 ， 而 这 些 支 集 包含 于 了 的 
支 华 F 的 任意 给 定 的 邻 域 口内 ,而 且 级 数 (8.25) 是 局 部 有 限 的 。 

证 ， 取 有 错开 傈 名 :组 成 的 FF 的 可 列 覆 盖 , 而 且 分 解 T 成 级 数 
《8.24), 应 用 定理 8.8 于 每 个 了 了 即 可 . 喇 

定理 8.13 若是 阶 数 筷 吉 的 开 集 名 上 的 分 布 , 则 能 把 它 分 
解 为 有 猴 个 测度 的 阶 数 过 站 的 导数 和 ， 反 之 是 子 凡 的 ， 

证 ， 如 上 和 定理 的 证 明 一 样 , 取 王 的 必 盖 { 号 ], 青 度 用 定理 8.9 
于 每 个 记得 


1 三 > DD? pi 
1 了] 唔 二 
取 ap = > ,pzit 即 得 
T= DDps. 《8. 26) 


[Bim 
我 们 用 定理 8. 10 的 推广 六 结束 本 节 ， 
定理 8.14 车 某 个 pgE 多 的 一 切 导 前 数 作 T 的 支 集 上 为 0， 
则 工 (9) = 0. 和 而 耳 提 与 它 的 前 关 阶 导 国 数 在 了 的 
竣 集 上 为 0, 囊 了 (gp) = 
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此 定理 可 由 定理 8 ,10 及 8.11 推出 . 

注 ， 设 现 是 包含 儿 的 完备 赋 可 列 范 亲本 空间 , 则 出 第 二 章 定 
埋 2.1 推 出 ， 洛 了 EB ,网 当 pm 一 >00Dw) 时 Tipm) 一 一 >0, 这 里 
叉 是 紧 集 ， 由 定理 3. 4 知 了 是 分 布 ,于 是 本 节 的 结构 定理 对 于 了 限 
制 于 多 上 时 也 成 立 ， 


$9 分 布 的 直 积 ( 张 量 积 ) 


1. 分 布 的 直 积 的 概念 

椰 本 节 兴 假定 * 在 R" 内 变化 ,了 在 R* 内 迹 北 , 两 信函 数 其 z)， 
8(y) 的 直 积 的 意义 就 是 它们 的 幸 积 了 (x7807) 我 们 也 记 为 大 2 的 
#(y)， 用 分 布 符号 应 有 ， 

{ep A x Ley p(x, y 1 
= gy)Li trp(x, yd, 9.1) 
这 里 克 荔 或 天 (及 ) 表示 丰 作 用 于 区 而 邑人 人 才 未 (xs 在 及 "与 
及 的 直 积 及”x 站 "内 变化 时 多 = 的 基本 函数 .车 
PTV) = PT Pay, 

风 ] (fpf mp ep),. (9.2) 

对 于 测度 可 有 类 似 定义 : 

定 尺 9 1 设 pr 是 调度 , 则 它们 的 直 积 定义 为 : 

HzOrr mp) = pzLr Lp lr 7) T= 7 sp x, yj; 
8[ 节 ] 和 | ptx,y) 的 意义 如 上 . 

现在 证 明 ， 克 任意 给 定 的 Sz E (信人 站 x 及 TyE (多 仆 TT , 必 存 在 
唯一 的 分 布 3 的 满足 娄 亿 于 (9.1) 和 8 人 .2 的 性 质 , 即 有 如 下 定 
理 ， - 
定理 9.1 设 $zE (要 asE( 机 0) 则 存在 唯一 的 分 布 太 =， 


人 {2 表示 XER* 时 5 组 成 的 室 间 画 = 的 共 范 空间 必要 "Jr 表示 了 过 及" 
时 间 信 } 组 成 齐 空 间 营 y 的 共 诺 空间 ; CE 
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ES cs， 使 
Wo,sLutr) yy) = Su) Ty) {9.3) 
对 一 切 术 亡 丰 rvV 忆 名 | 成立, 记 Sr 的 T=Wz,y， 对 每 个 全 多 5,4， 
有 
SOT px) = Ss LT pr, y))1 


= Ts Cp te, y))]. C9. 4) 
证 ， 先 证 明 存 在 性 ， 我 们 着 望 所 定义 的 于 x,s 其 有 如 下 形式 ， 
Ws, mr, y= Tp (yy (9.5) 


这 里 六 (Y) = SsLp(x,y)]， 于 是 我 们 必须 先 证 明 多 (7) € 多 y。 为 比 
设 PElD)s,ys 如 视 了 为 全数 ,各 p(x) 七 儿 zx， 因此 SsLptx,y)] 
有 意义 , 它 确定 一 个 儿 , 上 的 函数 凶 (9)， 事 实 上, 作 差 商 ; 


0 十 六 Yn) 一 入 CY 


= (SL Fh ya) — SeL p(x, ys ys) 1) 
= 5 ee 呈正 3) — PE yn) | 
a 


—>5 | (hx0) CP,). 
dy 


因此 Sz[qp (x,Y)j] 对 可 币 ; 而 且 D (09) =5s5D1pJ， 出 此 继 续 类 
推 知 ,Ss[Lop(x,7)] 对 了 无穷 可 微 ， 双 由 户 数 p(x, 在 空间 (多 ) zr 
上 的 紧 性 推 知 per) 的 支 集 在 (多) 上 的 紧 性 , 所 以 DE By 从 
而 (9.5) 式 合理 . 

显然 不 。， 是 线性 还 函 , 改 只 须 证 明 其 连续 性 设 pp: 一 >0 
(zy); 因 itx; 入 在 空间 (多 )s,s 的 一 个 公共 紧 集 外 人 恒 等 于 零 , 因 
此 函数 S59 (x;y)] 在 空间 多 ;的 一 个 公共 紧 集 外 恒 为 零 ,从 而 必 
在 多; 上 一 臻 晰 于 零 。 否则 {gy} 必 有 一 个 子 序 列 (不 芒 仍 记 之 为 
铬 六 及 点 列 { 站 过 及" 使 SsLpy (02 一 了 00 多 ), 因 此 SsLps(x7)] 
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一 0, 池 盾 , 所 以 淆 数 SLp(*,》) ] 在 空间 2 上 -性 收 你 了 0， 再 由 
上 面 证 明 每 
DssSsL px, T= Ss Dspitr, y)]. ‘9.6) 

又 因 q(x 一 了 00 儿 zy) 蕊 人 洛 DB 一 0( 名 2,1) ， 阁 由 方 
可 的 证 明 可 以 推测 函数 DiSs[Lps(*; 了)J] 在 及 * 上 也 一 要 收 笋 于 0 ， 
国 此 ssEoy zy .| 一 一 > 人 区 9) 。 

为 了 证 明 到 zs,y 满足 C9.3) ,将 ozyy) = w(xvty) 代 入 (9.5) 即 
HH. 

现在 证 明 唯 一 性 ， 假 设 又 有 满足 但 .3) 的 多 和 ;1 内 的 分 布 

Ws,y= Ss Tt tx, y)) 1 

只 用 证 明 函 数 #(2D Cw EE 多:) 和 计 数 vy) (VE 多 s) 的 一 切 有 限 和 


4s(x)vs(W) 组 成 的 线性 空间 在 多 sr 内 稠密 , 任 取 p(x 六 DE 区 cy 


由 维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 遥 近 定理 ( 腻 文 献 63.4 定 理 
2 ), 存 在 多 项 式 序列 {Ps(*,y)}, 合 得 在 空间 R™ xR" 内 gp (Cz#,DD 的 
支 集 的 一 个 邻 域 上 ，D*Py(x,y) 一 至 收 仑 于 Prp(tw,y)。 PIC) 


显然 为 > ar(22r( 力 的 形式 ,但 此 处 Wo(#*) 与 v0Y) 的 支 集 不 是 紧 


的 ， 设 二 为 p(*;) 的 支 集 ， 则 但 可 到 kz) EE 名 Bz 及 BY) EB1， 使 
得 在 集 六 上 ，akz7p7) 皇 1， 而 在 六 的 一 个 他 域外 为 0， 于 是 在 
R* x R* ,DLa(z) PCY) PCzs3y7] 一 臻 收 伍 于 Go 有 人 07 7) 三 
人 (7 注意 ,这 时 


w(xD)B(?77Pi(zyy) 一 Su vy) 
Wr) 世人 syV9y) GE 区。 唯一 性 证 于 昌 


吓 久 9.2 设 8SES TE 加: 则 称 适 合 于 (9.3) 式 的 分 布 
Wy,y 为 37 与 Ty 的 宣 积 或 张 量 积 , 记 汶 5c@OTy. 
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由 定理 的 证 明 可 以 断定 : 若 {Ty} 是 分 布 序列 ,而且 工 一 0 
他” ) ， 则 
ST 0 Br), 
放映 射 (5;T)P5: 的 Ty 是 从 多 x 多 ' 到 多 ,,y 内 的 连 竺 映射 . 
2, 分布 的 直 积 的 性 质 
定理 9.2 两 个 分 布 Sr E(B)z, TyE LB) 的 直 积 到:,y 人 和 
3 的 了 的 支 集 等 于 $x 与 Ty 的 支 集 的 笛 卡 儿 先 积 , 即 
suppW s,s = suppsr Xx SuppTy, C9.7) 
证 ， 设 和 了 的 支 党 依次 为 4 和 互 , 它 们 在 及 "内 的 余 集 依次 
为 4 和 妨 ， 若 四 E 允 sy 的 支 集 属于 dx 有 R "或 有 X 记 ,由 由 59. 4 可 
知 族 w 必 )=0, 因 此 supp 且 >,rCX 吾 . 
反之 ,和 若 zE4xz 则 在 的 任 辣 邻 域 号 内 有 丈夫 0， 事实 
上 ， 我 们 能 选取 wt*),v(Y)， 使 得 w(x)vCy) E( 多 es 而 且 使 得 
(67 尖 07Co 天 00。 下 59.3) 知 族 =y 关 0 收 巡 X 了 Csupb 环 wy。D 
为 了 证 明 包 含 直 积 的 方程 成 立 ， 于 带 作 用 方程 的 两 了 过 于 试验 
闻 数 #2X920y) ,和 而 且 还 要 用 09.3)， 例 如 ,立刻 古 以 证 明 
DsDYy(SrT) = Did OOD IT,, ‘人 9.8) 
Try = 6,, C9.9) 
这 里 了 -,* 是 R”" 上 的 分 布 . 
定理 9.3( 帘 化 尼 定 理 } 
Se Ty = Ty, {9.10) 
证 ; (CSOT Dr YY) = CTy, OZ 了 
= 了 [和 zz Pr y) = (TOS) Px, y}. 0 
亚 然 ,可 芒 推 广 两 个 分 布 的 直 积 到 有 限 多 个 分 布 的 直 积 , 它 满 
是 交 斤 律 与 结合 律 ; 
(ST OU = TOU.). 《9. 11) 
也 可 用 下 式 直接 定义 ， 
(SHRTIOUs HN) vw (2)) 
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= (Brg HI CT HF (Ur, (2 7. (9,12) 
关于 乘积 与 直 积 ,有 下 列 分 配 健 成立; 
定理 9.4 设 alx) 与 和) 分 别 汶 空 间 久 sz 与 及 的 乘 子 ,9rE 
ZB, TyE DB,, 
atxpW LS DT = or BOT,. (9. 13) 
证 ， 由 定理 9.1 的 证 明 , 只 领 对 (Gx,Y) = W(XVOY) (nC 多 s， 
Ey 加 以 证 明 肥 向 ,而 后 者 是 显然 的 。 J 


$10 分 布 的 卷 积 


1. 鸯 积 的 概念 
定义 10.1 车 1 和 &8 是 局 部 可 积 函 数 , 我 们 定义 它们 的 卷 积 
j#*g 如 下 ;: 


Gr) = 人 ,fx -eld (10.1) 


这 里 假定 积分 看 在 .我 们 已 知 , 若 有 EL,gEL 有 ii 所 jp 所 co,1 专 


go00,W fg 几乎 处 处 存在 而 且 属 于 L', 这 里 二 = + 工 一 1， 


如 
又 有 


+ 


Te 全 1 天 加 |8 各。，《 稿 (oung) 不 等 式 ) (0.2) 
若 r =co, 则 fxeg 处 外 存在 而 吾 是 连续 晤 数 ， 
由 (10.1), 对 于 p&E 多 有 


(f#8) p= hi — g(ttmtxydr dx 
= jepat re Dp dx 
= Ja {fcrt fx ， 


中 不 写 积分 域 的 积分 意 为 在 侈 空间 上 的 积分 ， 下 同 ， 
» oN)F 。 


这 里 假 定 变 换 积 分 次 序 合 理 . 因此 
Cfxg) p= gC Tp) = EOF XI pr + 2) (10. 3) 
这 里 gCalr)] 及 gy)Eety)] 意 为 分 布 8 作用 于 cs ， 
2. 分 布 的 卷 积 
由 第 一 段 知 pz 十 间作 为 # 和 = 的 函数 在 R” 和 R” 内 未 必 有 
崇 支 集 , 为 了 避免 收 黎 性 困难 ,我 们 首先 假定 8*< 了 了 中 至 少 有 一 个 
分 布 的 支 集 是 紧 的 纪 ， 不 炉 设 5 的 支 集 4 是 紧 集 ， 由 (10.3) 我 们 
项 望 定 尽 ; 
(SxTY. p= SOT Ap(E+N) (ED). (10. 4) 
为 了 证 明 右 边 有 意义 ， 先 注意 3: 后 T; 的 支 集 包 售 于 A xR" 
内 , 记 P 的 支 集 为 N, 则 (5+) 的 支 集 在 R”x 民 "内 与 $5 的 TT, 的 支 
和 集 在 点 芭 , 站 组 成 的 集 内 相交 ,这 里 (E,n) EAxR" 币 且 E£ + HEN, 
即 ,全 XxCN\A)， 因 用 x (入 有) 是 有 界 集 ,于 是 (10. 4 大 过 
有 意义 ， 叉 ,着 w 马 争 而 且 在 寻 的 某 邻 域 兴 0 = 1, 则 
(S#T)p = Se HT Lal) PE ty) 1, (10. 5) 
由 定理 9.3, 卷 积 适合 交 撞 律 SxT = Tx5, 
”定理 10.1 车 8 和 TT 鸭 分 布 而 且 至 少 有 一 个 具有 紧 支 集 , 则 
在 在 分 布 3#*T, 称 为 5 和 了 工 的 卷 积 ,由 下 式 定义 ; 
(ST)r: P(X) 二 ST P(E 二 和》 《信人 亡 节 )， 

”证 内 须 证 5 # 械 的 连续 性 ,车 PP 在 有 界 集 B8 记 多 内 变化 , 则 
a(6)g9(E T+) 在 多:,s 的 有 界 集 内 变化 ， 因 为 (10.5) 式 右 和 达 组 成 
有 界 集 ,然而 (10.5) 右边 等 于 (10. 和 右边 ,于 是 5xT 在 多 内 的 有 
界 保 上 有 界 ,从 而 是 连续 线性 泛 函 . [0. 


加 震 f(2) ,g(t7) 为 函数 斑 广 站 函 数 ，ft#) 有 紧 去 集 , 财 


‘ff Xa hd sh 一 自由 = | Fr dd 


由 此 可 旦 ,广义 函数 的 着 各 是 普通 两 殊 着 积 的 推广 ， 
国 杂 看 让 13 之 末 前 注 #，。 
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定理 10.2 设 $ 和 TT 是 分 布 ,4 和 8B 依 次 是 它们 的 支 集 . 仿 
定 如 是 紧 祭 , 则 3S*7 的 支 集 包 含 于 (向 量 ) 和 4+ B® 内 ， 

证 ， 因 为 4 + 8 是 闭 集 , 因 此 我 们 只 须 证 明 pECDo}(8 是 44 
+ 器 在 R* 内 的 余 集 }) 时 ,C5#T): gp =0， 因 为 这 时 PC 二 和 的 支 集 
位 于 RR"xR' 内 , 而 且 包 含 于 满足 间 + 玫 EQ 的 点 和 集 内 .又 根 据 定 
理 9. 2, Ss 人 @T, 的 支 集 是 用 xB, 从 而 包含 于 4+B 内 ， 国 为 人 站 
《4+B) = 2 P(E+) 的 支 集 不 与 5;@T, 的 支 集 相 交 , 由 (10. 4) 
NS#T). w=0. 0 

系 设 3 和 了 都 具 紧 支 集 , 则 3* 了 也 其 紧 支 集 . 

定理 10. 5( 卷 积 的 连续 性 ) 

(1) 设 5 是 具 紧 支 集 的 分 布 ,， {Ty} 是 分 布 序列 , 而 且 [一 > 
0 CB), ST 0 

(2) 车 [的 支 集 一 致 有 卉 ,而 5 吓 具 任意 支 集 的 分 布 ， 而 且 
了 + 一 全 0 及) 网 say 一 一 > 六 ) 

证 ，(1? 设 4 是 3 的 支 集 , 取 wE 多 ,使 得 在 4 的 某 邻 域 上 wa = 
1 ,只 用 证 明 对 任意 有 措 集 旦 已 玉 , 当 了 一 >o0 于 (3 了 TN) (BD 一 30， 
若 g 乍 下 内 变化 , 则 CE) pC 人 ) 症 多 s,， 的 有 徊 集 吾 内 变化 . 
人 恒 是 集 

下 :人 人 | 7 人) 二 CGO +%)],P EB} 
是 全 ,内 和 的 有 有 界 集 .事实 上 , 任 取 多 sr 内 的 有 界 集 Bz,y,19 的 文集 
包含 于 R* 的 荣 紧 子 集 内 ， 又 ,对 于 任意 ,和 集 
Br {pa, y ] Py, s(x) = 三 已? Spr y) PER NN Bs,y} 
是 多 。 内 的 有 界 华 ;于 是 由 定理 1.2 知 ; Bs 是 有 界 集 ， 于 是 了 一 一 
co 了 时, 了 (8B) 一 ->0。， 又 由 
了 六 了) = (SxT 7) (CB) 

即 得 Sa 一 >0(B ). 

(2》 因为 supp7T; 一 致 肥田, 所 以 存在 紧 集 4 ,使 得 supp 了 Tj 叶 


心 4+ 妃 = {r+ty|2EA4, yeBl. 
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4， 今 取 q E 久 ,使 得 在 4 的 某 邻 域内 6= 1 则 对 每 个 史 E 欠 ,有 
CoxT ,m= (CT, rs (Hrs PT+ Y))) 
= Ty, aCt) (Sy pr FI) = Ty, $C) )， 
易 知 半 E 信 ,于 是 当 了 Tr0( 人 多 仆 时 ， 
tSx¥Ty, Pp) = Cs 0 coco。 上 
3. 汰 积 的 运算 
定理 10. 4( 卷 积 的 结合 律 ) 设 4 ,B,C 是 分 布 , 其 中 至 少 有 
两 个 具有 紧 支 集 ; 则 
(CAxB)xC = Ax CBxC), 10.68) 
证 ， 设 wa, 8,7 依次 在 4 ,，B ,人世 的 支 集 的 某 邻 域内 为 1 ,是 均 
属于 多， 又 设 4， 瑟 及 6 月 均 有 紧 支 集 , 风 由 定理 10.2 的 系 ，4+ 甩 
也 有 紧 支 集 , 因 有 而 (4x*B)xC 有 意义 .而 4y(BnC) 闫 然 有 意义 ,于 是 
CAxBrC m= CAB OC Ey pT +e). 
事实 上 ,一 方面 ， 
人 (Xe 一 华人 BB y Cm 
=【〔PBxyC)nL Le ol) pe +) 
= {yO BA oe Bn mE ty + 6))] 
=C[t Bd ate Pn yep ++ 6), 
男 一 方面 ， . 
(AxBxC. p= (oA BB) #yC. 
= {(yC) ceL toad * BB),» (+2) 
-Cer yOLB, (Ae rt ott BI ptE+n iE] 
=Cs[LB, As: alE) Bm yO PE tn tt) ]. 
易 证 a P yt) wt+n+ 疏 在 R"xR*xR"TE,n,5J 上 只 
有 紧 支 集 , 即 属于 多 :,,, sy 因此 
CeLB, (CAs eo OE POD YO PE + nH +8) 
= {AB OCOEo EF yp) Pm (E+D+ ee) 
于 是 结合 律 成 立 ， 而 且 AxBxCEB’, 中 
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电 卷 积 的 安 换 , 结合 律 吾 得 如 下 定理 ， 

定理 10.5 设 有 不 个 分 布 Ti my Ta， 其 中 至 少 有 天 -1 个 具 
紧 支 集 ， 烈 总 可 定义 满 尼 交 撞 律 、 结 合 律 的 兮 积 | # -…¥ TaE€ 
FB | . 


定理 10.6 对 任意 分 布 了 ,总 有 


dx =TT,. C10.7) 
Gm T= TT, (10.8) 
96 T= 3 DrorT=D?T. (10. 9) 
ax, 了 
车 5 有 紧 支 集 , 则 有 

Th{S TI) = (Fad) TeoF TT, (10.10) 
(S#T)=0 x T= 5 , 《10. 117 

交 ax, dr, 
DosTy=D T=3% D7. (10.12» 


证 ，(10.7? 是 (10.8) 的 特例 由 
CG TP = TON), 的 (二 人) 
= PE+h)=T .Tp 
=T_-nl .9p, 
有 所 BC10.8) 上 成。 六 由 


(ge* 7) w= 7 (0), ost]| 


ax, x 
ad me) 9T 
= 了 一 a Co— 昌 
| de ) Dx 9 
(DB Tp) = {TD ,Tp)) 
= (Tt6, (~ 1 Dg)) 
={- rT, Drp) = DT ,wp), 


二 这 个 筹 式 说 明 5 是 卷 积 意义 证 的 单位 元 案 ; 愉 而 如 (Rm 关于 尖 积 是 一 个 可 
交换 的 与 可 结 台 的 全数。 
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继续 求 导 即 知 (10.9) 成 立 . 
又 因为 
TSHT)y p= HT) Tp =TS + TTp), 
(ThAS TIT) + p= TTS Fy) = To , TTP) 
《及 二 Th 了 了 了) eo p= TT od Tp) = TTR Tp)) 
=T(3. Thrrp), 
而 fyye = YaTs 二 Terr; 所 以 C10.10) 成 立 . 
最 后 ,而 (10, 外 及 (10.6), 有 
9 36 


. ys = 
ax * 于 3x "SS * TT) 
a8 ) 395 
=【 一 一 关 沪 T=- * TT 
(5 ax, 


CD?S x TY),m) = 0-— 11) PT C5, TD pm))y 
CCD?S x TY), pm) = (Ty, (CDS, Tr)) 
= —1) rT, (SS, DT.p)), 
SDT,p) = DT,,(S, Trp)) 
= (TC 17DICS, Tp)) 
= -1 TD gp), 
而 了 ?Fr = ToP?, 故 (10. 11) 成 立 ， 阿 理 (10. 12) 成 立 ， 咱 
广 尺 妆 数 的 微分 运算 及 平移 运算 都 可 表示 为 对 和 图 数 及 其 导 
数 的 卷 积 运算 ,和 而且 卷 积 运算 与 微分 运算 ,平移 运算 之 则 存在 着 向 
单 的 交换 关系 ， 
定理 10.7 设 4,BsE CD)oCcrDE(D)r 且 <4sC 上 其 有 紧 
支 集 , 则 
《的 CD # (BrD,) = (A 百 的 (Cr* DD,), 
站. 133 
证 明 留 作 练 二. 
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定理 10,% er ST)=e "Re ">T, 
Carr ST) = (C0) 5) TT +S (C0 x)T, 


这 里 arx 玫 示 内 积 之 jaixi, 
证 阴 留 作 练 习 ， 


811 分 布 的 中 信和 浮 数 


在 $ 2 中 我 们 用 过 卷 积 来 作 连 续 函 数 的 中 值 画 数 , 册 此 得 到 许 
多 痢 近 定理 .这 种 方法 称 为 中 信和 于 近 法 , 它 可 以 立 明 函 闻 的 构造 . 
这 个 概念 也 可 以 推广 到 广义 函数 论 中 贡 得 到 广义 一 数 的 逼近 定 
理 , 也 可 以 曾 明 广义 函数 的 构造 . 

定理 11.1 设 aE 允 ,TES7, 则 卷 积 了 Treoa 是 无 穷 可 微 函 数 
型 广义 瑚 数 , 而 且 


(CT 4a Te atx—t), 《11.1》 
它 的 导 函 数 由 下 式 表示 : 
DrT xo)r=T, 有 人 一) (C11.2) 


证 ， Ta) p=TCay* PE +) 
= 了 。 J p+) dg= Tar- Dp dx 


= ,Pr OF) =pr LT ox—1)) 
一 [了 a(x—t)]:%; 
即 (11.12 成 立 . 区 由 (10.11) 得 
DT xo)r= Ts Dg=T,. Drg(xt), 
即 (11.2) 成 立 ， 中 
广 : 同 理 , 若 w6E (DT ED 则 了 亲 6 是 由 (11.1) 给 定 
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Tna 称 为 了 由 二 正则 化 。 

由 基本 空间 ,广义 疗 数 空间 的 极限 定义 , 以 及 卷 积 的 连续 性 ， 
立即 可 得 关于 中 信 运 算 的 连续 性 定理 ， 

定理 11.2 设 @ oj 蕊 多 ,TT ,Tj 所 人 多", 则 

Cy 了 一 0 外 区 洱 a #*T 了 -一 >0( 儿 人 门 ， 

(2) gr 一 0 多 ) 莹 证 0 # 了 一 >0(B"). 

根据 准 积 的 连 绊 性 , 即 中 信和 函数 的 无 穷 可 微 性 ,可 以 证 明 任 意 
分 布 都 可 由 ”还 数 通 近 ， 即 下 列 定 理 成 At 

定理 11.5 空间 人 少 是 空间 多 的 夭 窗 子 襟 间 . 

证 ， 任 取 TE 多 “, 则 由 第 二 章 $ 7 , 存 在 5 型 序列 psE 人 多 上 是 
pi 一 一 >8( 多 ,因此 
| DA) 
设 记忆 多 满足 By(x) 三 1(| *1<)), 于 是 四 训 By * Ops # 了 ) EE 多 旦 
节 f- 一 -> 了 (号 7) U 

记 反 射 运算 为 9(x) = 9( 一 x)， TC(g) = 了 (9g), 则 易 证 下 面 公 
武 成 代 ， 


Dr (~)PMDT)~, 《11,3) 

(aT) ~ = 证 ， (C11. 4) 

(ST)y™Y= 8 x 人 Ty C11.5) 

(ST)p=1， Sm) =5 .Fp). C11.6) 
定理 11.4 设 pE 多 ,TE 多 ', 则 

Tp) = Tr x pmp)= Tr (TT x 9p), 《11.7 


这 里 Trf(x) = 100) 称 为 f(x) 的 建 ， 由 此 知 ， 如 果 对 一 切 9 E93， 
Tp=0, 乾 T=0. 


证 (Tx#p)e=T. pe-t)e (Ts, p(t —*)), 


(Tp)s= Ty pr- = T(x+t), 
令 *=0D, 即 得 (11,7)。 虽 
时 +* 


$12 卷 积 方程 及 其 基本 解 


1. 一 般 概念 
定 尺 12.1 设 4 和 召 为 已 知 分 布 ,了 为 未 知 分 布 , 则 方程 
A#T=B 12,1} 

称 为 分 布 的 卷 积 方程 , 4 称 为 方程 的 系数 . 若 B = 0 , 则 卷 积 方程 
叫 千 性 的 . 

我 们 也 讨论 卷 积 方程 组 ， 设 B= {B81,… ,Bn} 为 已 知 * 向 量 ” 分 
布 ,={T，…sTm} 为 未 知 “ 向 量 " 分 布 ,A = (4 全 为 已 知 分 布 的 矩 
阵 { m 行 , m4 列 ), 则 有 卷 积 方 程 组 ， 


DAsnxTe=B, (f=1,2,°,1m) (12.2) 


为 简 鲁 记 , 我 们 恒 用 向 量 表示 法 , 即 用 (12. 卫 表示 (12.2)， 若 歼 = 
0, 则 方程 组 称 为 齐 性 的 ， 

卷 积 方 程 把 数学 分 析 里 常见 的 各 种 不 同类 型 方程 ,包括 微分 、 
差分 .积分 方程 等 从 形式 上 统一 起 来 了 例如， 


(1) 设 4 = Zi 05Dr6 为 微分 符号 多 项 式 ,系数 es 为 复 常 数 ， 


{sim 


匣 方 程 (12., 1) 即 为 


z .重逢 克 一 了 >， apD?T =B, : C12.33 
1p 
此 为 常 系数 偏 微分 方程 . 
(2》 设 A4= 人 ab 则 方程 (12,1) 即 为 
A*#T= avTh 一 五 (12. 4) 
有 此 为 常 东 数 差分 方程 . 


(3) 设 .4 为 珊 团 xz) 或 65+TRA(z)， 呈 为 函数 Btz) ,了 为 函数 
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fx) , 刚 得 
Asi= f(D -dt= gx), (12.5) 


或 Asf= H+ [R(x -nf d= 0), (12.6) 


即 第 一 种 及 第 二 种 积分 方程 . 

(4) 设 4 罚 上 述 各 种 分 布 的 组 台 ， 即 可 了 得 到 各 种 类 型 的 
积分 -微分 方程 ,微分 -差分 方程 等 ， 

2. 央 积 方程 解 的 一 般 性 质 

定理 12.1 卷 积 方程 4* 了 = 了 的 解 工 组 成 分 布 室 间 内 的 一 
个 线性 闭 流 形 , 即 

(1》 设 TT 是 和 解 ,了 Tj->7T, 则 也 是 和 解 ， 

(2) 章 性 方程 4 * T= 0 的 解 组 成 空间 信和 内 的 一 个 线性 子 
空间 3 

(3) 车 卷 积 方程 4*T 了 =B8 有 人 解 , 则 其 通 解 为 了 ,+ 如 ,此 处 T。 
为 一 特 解 ,而 局 为 相应 齐 姓 方程 的 通 解 ， 

此 定理 的 成 立 是 显然 的 . 

定理 12.2 设 工 为 空间 多 内 的 齐 性 卷 积 方程 和 X* 了 = 0 的 
解 , 则 TT, 的 任意 平移 Yaz 及 任意 导数 D?T， 仍 为 该 方程 的 解 . 

福 ， 因 全 *T 了 ,=0, 则 由 定理 10.6, 有 

AwTall= TrtAn T=0, 
AsDrT =Dr(tAdxT)=0, 0 

定理 12.35 设 4E9g' 具 有 紧 支 集 ,TuE 信 为 空间 多 内 齐 性 
卷 积 方程 
的 解 , 则 

(1》 对 任意 具 紧 支 集 的 EB', 卷 积 8x#*To 仍 为 《12.7) 的 
解 ; 

《2) 对 任意 aeE 本 ,中 值 函 数 a * 了 T 了 , 仍 为 (12.7) 的 解 ; 

(3 了, 可 以 表示 为 方程 (12.7) 的 无 穷 可 微 函 数 解 的 极限 , 即 


。 ?16 。 


A#T,=0 《12.7》 


存在 (12 .7) 的 无 穷 可 微 函 数 解 方 ,使 太一 > 了 (信人 )， 

证 ，(1) Ax(S#T0) = Sx(AxT,) =0. 

(2》 是 (1) 的 特例 ， 

(3) 取 ajEB， 9; 一 >6(B'))， 则 由 (2) 得 fj=aixT, 都 
是 (12.7) 的 解 ,但 记 EC" 而 且 

让 = 站 了 一 0 
将 这 个 定理 应 用 到 微分 方程 , 则 得 下 述 重 要 推论 ， 
系 ”空间 多 内 常 系 数 齐 性 微分 方程 


apDo= 0 (12.8) 
的 任意 解 € 人 多 ' 必 可 表示 为 无 穷 可 微 函数 解 的 极限 , 
5. 基 本 解 
定义 12.2 ” 设 分 布 4 具 紧 支 集 ， 落 分 布 巨 满足 方程 
AxE = 6, 《12.9) 


则 称 己 为 卷 积 A#T = 0 的 蓝本 解 ， 对 于 方程 组 (12.27， 其 基 术 解 
为 分 布 矩 阵 瑟 = (Bjp) (7 不 = 1 , 织 ) ,满足 


A#BE=Ex4=61 (7 为 单位 矩阵 ) 《12. 10) 
nh Li ‘0, ji 

或 En Er A | | ti2.11» 
= Fa1 » =f 


我 们 也 可 定义 任意 点 志 ER* 的 基本 解 ,只 须 将 (13.11) 中 6 政 
为 6) 即 可 。 显然 平移 算 子 可 以 从 对 原点 的 基本 解 得 到 对 点 并 的 
基本 解 , 故 不 失 普 记性 ,我 们 只 讨论 对 茱 点 的 基本 解 . 

下 面 共 限于 讨论 一 个 方程 , 即 关 = 1 的 情形 ， 

显然 可 元 , 若 佑 积 方程 (12,1) 有 基本 解 , 则 必 有 无 穷 多 个 解 . 
事实 上 , 任 一 基本 解 加 上 一 个 齐 性 方程 的 任意 解 仍 为 基本 解 . 

.基本 解 可 以 不 弄 在 例如 设 毛 EE 多, 则 对 任意 EE 多 ',， A# 卢 

均 为 区 穷 可 微 函 数 型 广义 函数 ,因此 和 #E 取 8. 当 基 本 解 存在 时 ， 
也 称 有 4 为 可 道 的 ， 
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定理 12.4 设 4 为 可 道 的 ,并 设 卷 积 方 程 (12.1) 的 右边 六 其 
有 紧 支 集 ， 车 五 为 基本 解 , 则 号 * 召 必 为 (12.1) 的 解 , 而 且 每 个 具 
有 紧 支 集 的 解 工 必 为 

T=E*B. 《12. 127 
证 ;因为 马上 共有 紧 支 集 , 改 互 * 呈 恒 有 音义 : 
A#xtEx#B)=~{AEB)B=¢*B=E. 
又 溶解 了 具有 紧 支 集 , 则 EE,4,T 三 者 中 至 少 有 两 个 共有 紧 支 集 ， 
改 可 应 用 卷 积 的 结合 律 得 
EwB=ExtAxT)={(Ex*A)*xT=#*T=T, 站 

注 ，(1) 卷 积 方程 通常 恒 有 不 上 只 紧 支 集 的 解 ， 可 由 具 紧 支 集 
的 解 打 上 上 一 个 齐 性 方程 的 任意 解 币 得 . 

(2) 车 上 述 方 程 中 8 不 具有 紧 支 集 ; 则 上 述 定 理 无 法 应 用 ,但 
有 时 仍 可 用 次 近 方法 利用 基本 解 瑟 求解 

《3) 上 面 我 们 定义 卷 积 5 + 全 时， 次 先 要 求 其 因子 之 一 具有 

紧 支 集 , 也 可 适当 政变 这 个 条 件 ， 即 不 要 求 因 子 之 一 具有 紧 支 集 ， 
但 要 求 两 个 因子 的 支 集 都 在 关 当 的 子 空间 之 内 ， 而 且 这 个 管 积 的 
支 集 也 在 一 个 适当 的 子 空间 之 内 , 则 也 可 定义 卷 积 ,而 县 满足 交换 
律 与 结合 律 . 


$13 空间 不:CMy) 和 ( 嫩 ') 及 其 
广义 函数 的 结构 


1. 空间 Ks{ Mp} 

在 第 二 童 内 我 们 考虑 了 空间 下 { 训 p} 及 其 上 广义 函数 的 结构 . 
现在 考虑 空间 Kr{Mp}, 这 里 My 与 第 二 章 相 同 , 而 ?+ 是 大 于 或 等 
于 1 的 任意 实数 .为 简单 计 , 我 们 假定 对 sk(x) 是 全 空间 R” 上 只 
到 有 限 什 的 ( 实 值 ) 连 续 函 数 ( 漠 足 第 二 章 (2,1) 式 ). 空间 K.{ Msg} 
由 R* 上 满足 
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| MC Dp (erdx 


有 界 的 一 切 党 值 CC” 函数 组 成 ,其 范 数 
ifr 
lpllp,e = sup [人 .Make12 pir)irdz | Cp=1,2,…) 
13.1» 
为 育 限 数 .把 人 二 KK,{M9} 关 于 范 数 (13.1) 的 完备 忙 记 为 呈 9. 


为 了 研究 Kr{Mp} 的 性 质 ， 我 们 先 作 些 准 备 工 作 , 任 取 
KMp} 内 的 柯 西 序列 {9m}, 则 对 任意 之 坊 有 


| ,MoC) ID pm?) -Dgpr(x)|rdx 
< pn — pellpr) re, (Calsp) (13.2) 
这 里 em—* 0 (moo). 


如 所 周知 ，L"(R") 关于 R"” 上 的 测度 由 任意 正 密度 函数 给 定 
时 ， 它 是 完备 空间 ， 因此 有 可 测 是 数 omrs 使 ||poollp,r 达 0， 而 上 且 . 


| .aeCoDIDeomCe piallrdr >0 (mrroo)， 《13.3) 
因为 好 p( 人 (xs 演 1 所 以 有 

| Pep Cs) - wwe(z)rdx0 (m00), (13.4) 
定理 13.1 AK{Mp} 是 完备 的 赋 可 列 范 空间 , 
为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 先 证 明 下 列 引 理 ， 
引 理 车 os= 0， p.Pp.; 则 对 一 厂 |&l 志 2, on = 他 P,P.. 
证 ， 由 妾 尔 德 (HH61der) 不 等 式 和 (13. 4), 对 任意 闻名 当 


zcco 时 ， 


[IED gm) — oro) IY) dx 
<(| Dp) -Poals) Pd 全 | .ce dx j=0, 
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了 是 | .Denke?g(z)dr 一 | .euo(z)#(z)dz 
对 左边 分 部 积分 得 
(- Do， Pn(x) DY Cx) dx 
一 人 (一 1 人 | 
时 极限 唯一 性 得 
fpoe Ysdz= (DO woe(9D(edz， 


即 | .Few CX — Dgpoot*)} pir} dx = 0, 
因此 ,在 分 布 意 义 内 有 
pos = Dppo. i (13.5) 


现在 证 明定 理 ， 出 (13.5) 知 Bs 的 元 素 能 得 等 于 C” 函数 区 ， 
这 里 甸 的 一 切 阶 数 不 大 于 2 的 分 布 导数 也 是 + 次 宕 在 了 上 关于 
测度 Mp(x) dx 可 积 的 通 数 .车 zz 则 应 用 第 二 章 (9.11) 式 于 
D*om 一 D" ps 可知, 序列 [D*pn Cx)} 在 al 所 ?一 # 了 时 是 一 致 收敛 的 ， 


从 而 goo 属于 Re 上 的 可 微 福 类 C? 一 ， 于 是 ,车 pe 门 Bp， 则 在 
及 " 上 wpEC”.， 因 沪 Dg =[D"g], 讲 而 满足 
| ,Mn Drp elds, 
即 pE 名 =KoAy}, 所 以 和 = 站 Bj， 由 第 一 章 定 理 3.1 知 针 是 
P= 


完备 的 ， 
其 次 , 洲 mE 省 , 则 
lopll,s pl lpllp, rE 


最 后 ,证 明 任 意 两 个 范 数 列 {|*jip,r} 及 {iy,r} 是 各 谐 的 ， 证 
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明 方 法 类 似 于 第 二 章 8 3 引 理 2 ， 事 实 上 , 设 TpaycCg, |lpalle， 

一 VT 而且 丰 守 m>o0 时 ,pn 一 pip 三 2m 一 0; 记 {D pm} 症 汪 sp 内 

的 极限 孙 阁 为 poo 由 于 上 paller->0, Mi 汪 1 于 是 对 任意 紧 集 NN 二 
R*, 有 ， 


| .encelrdae0 Cm>o0). 
与 (13.4) 比较 , 对 a=0 得 pos= 0 P.P.， 从 而 由 引 理 知 ps5o=0 


p.P. ;而且 (3.3) 式 恋 沪 
[gm rd mo0). 0 


应 用 第 二 章 (9.11) 式 能 进而 证 明 ， 车 M; 满足 第 一 章 邓 3 的 
条 件 (?), 则 KM} 是 完全 空间 . 
第 二 章 8 9 的 结果 也 能 推广 到 空间 {M5} 中 ， 干 是 在 定理 
9.1 的 推广 中 ,在 rr 内 将 上 确 界 范 数 换 为 
1 了 下 
8||= MCx)] I (x) dx 
ot= [caloraz] ， 


而 第 二 章 的 49,4 和) 式 代 苦力 


Lt0) = > | 0, (x) gat) dx, (13.8) 
11 ru BR" 
这 里 | 可 测 函数 ， 而且 
le = 之 | .ac gc)dx<co。 (13.7) 
rl . 


1 1 
(+ 二 =1 
而 在 (13. 的 内 令 0. = 多 = 对 "9 得 
(fp) = 忆 |. Ma(xz)Degp(z)8(z)dz 。 (13.8) 


pe 
取 fo= (一 1)1tg。(x); 好 得 下 列 定 理 : 
定理 13.2 {MM,} 上 的 任意 广义 了 通 数 1 都 有 有 下 列 形 3 :对 某 
个 pl， 
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j= 作画"[M(z)fo(z)]， 《13.9) 


1alsp 


这 里 大 为 可 测 国 数 , 使 得 
a 1 1. 
pa fot#)| dr<i oo0, (+ 工 =1 ) (13.10) 
f 在 囊 , 上 的 范 数 等 于 (13.10) 左 边 的 :次 根 . 

2. 空间 CD,r) 

本 节 嗣 余部 分 赋予 一 切 导 ,(x) 三 1 的 特殊 情形 ,这 里 p 宇 1. 记 
大 nrf11+= (Drzr)fi<r<ceo)y 即 (Dazt1l 扫 各 执 co) 由 一 切 其 所 有 导数 
属于 L*(R") 的 C” 函数 组 成 (DBz?) 的 扰 扑 由 下 列 等 的 邻 城 组 成 ， 

Vim,e) 人 Alp| 对 于 [ol 所 mID "plls ee}, ‘(13.11) 

这 里 | 静 线 表 示 钾 的? 范 数 , 即 


pl = pen par ] 
这 一 拓扑 与 由 可 列 个 范 数 
ll > lprpll | ? 《13.12) 


1s tm 
定义 的 拓 扩 一 致 ， 显 然 (DLs) 是 隋 可 列 范 空间 ， 

令 (B8) = Dz"), 而 且 记 (B) 由 (8) 内 一 切 满足 下 列 条 件 的 函数 
组 成 : 它们 及 它们 的 各 阶 导 函数 在 | 二 ce 时 都 一 致 收 化 于 0. 显 
然 , (8) 是 (8) 的 子 空间 . 

定理 15.5 名 在 ( 声 ) 内 稠密 ,也 在 (Ps) 内 秽 窗 (1 所 p< 之 00)， 

证 ， 令 

合作 这) = p(x—y)dy, s= 工 3.13) 


[rl 1 


这 里 5, 是 由 (2.1) 式 所 确定 的 球形 函数 , 则 myE 多 ,而 且 当 | 
时 ,sikx) = 了 二 当 | 汪 f+ 1 有 时， oy (x) ==0。， 叉 在 R* 上 , |Dray| 志 Bo， 
这 里 Bi 是 与 j 无 关 的 常数 . 局 然 , 若 PE (Ds) (和 P 近 00) 或 若 . 
外 ED) 则 依次 有 gp 在 (Dzp) 或 (B) 内 成 立 , 因为 sp 多， 
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所 以 定理 成 立 . 昌 

定理 13.4 多 CD) CD eo) CB) (pd), 

证 ， 创 题 *《Die) C(tB) 可 以 在 第 二 章 (9.11) 中 用 D"g 代替 
多 ,从 而 断定 lce 时 D"gp(x) 一 0 而 推出 . 

对 充分 大 的 轩 , 若 gp ElDPz), 则 ID"p(x) | 过 1 从 而 [PD p(x) 
志 |D "g(x)lP， 因 此 P88 之 0 时 ,有 (Dip)CCCDe).。 品 

对 于 1<p<co，(Dan ) 的 共 酌 空间 记 为 【Dar)， 这 里 乡 ' = 
p/p 一];(B) 的 共 红 空间 记 为 (Di), 有 出 且 空间 D1.) 也 记 为 (8 小. 
因为 多 在 (B)》 内 币 密 , 而 且 1 志 49 之 co 时 也 在 (Dig) 内 稠密 ,于 是 
《Disp<soo) 的 元 素 能 一 对 一 地 恒 筹 于 一 个 多 上 的 线性 证 画 ， 
这 个 泛 函 在 1 之 ?所 co 时 ;对 于 多 上 贼 予 (Dy:) 的 拓 扩 连续 . 因为 多 
的 拓扑 强 于 (B) 和 {Dzr) 的 招 提 ; 所 以 (Dip) 的 元 素 是 分 布 ， 辐 再， 
涯 p<9, 则 可 以 证 明 (Diyp) 的 元 束 能 恒 同 于 (Due) 的 元 案 ， 也 得 
等 于 (832 的 元 素 。 于 是 我 们 有 ， 

(Dip TD) CB CHB’ (pq<oo). (13.14) 

定 尖 13.1 着 分 布 T 了 属于 (8 仆 , 则 称 T 为 有 界 分 布 . 若 了 Tr> 
0 在 (3 7 的 强 拓 荐 内 成 立 , 则 称 Tj->0 在 R* 上 一 致 成 立 . 

显然 
(Dir)CLCDis) 1<p<coo)。 (13.15) 


和 而 且 若 了 E (Dis), 风 对 任意 6,D"TE (CD's)， 因 此 Di E€ 


(Dip) 对 一 切 fr 1? 成 立 。 反之 也 成 立 * 即 有 如 下 定理 : 

定理 15.5 者 了 ED <pso), 则 工 等 于 工 ? 内 国 数 的 
导 阔 数 的 线性 组 合 ， 

瑟 定 理 是 定理 13.2 的 特 讽 . 

由 定理 13.5 和 (10.2), 1/p+1/9~1 之 0 时 , 若 SEtD;5), 
E (Di), 我们 能 定义 卷 积 Sx 了 T, 卷 积 属于 (Dio), 这 里 1/r=1/p 二 
179 一 1， 不 难 证 明 ， 从 DLp) x (Die) 到 CDir) 的 映射 (5S, Ty)5SxT 


es 2 


是 连续 的 .细节 留 给 读者 . 


S14 周期 分 布 


我 们 以 概 述 周 期 分 布 来 线束 本 章 。 周 期 分 布 是 局 期 冰 数 的 推 
广 , 它 的 许多 性 质 是 分 这 的 对 应 性 质 的 发 展 .我 们 先 建 立 周 期 基本 
菌 数 概念 ， 为 简单 计 , 只 在 一 维 空间 中 讨论 . 

+. 周期 基本 函数 空间 Pr 

我 们 已 知 , 老 f(x) 是 普通 函数 ,如 果 存 在 正 数 并 使 得 f(x) = 
f(x 一 了 对 一 切 关 的 值 成 立 , 则 称 f(x) 为 周期 函数 ， 7 称 为 它 的 局 
期 ， 注 意 这 里 了 >0。 仿 此 有 

定义 14.1 其 有 周期 的 0 函数 称 为 周期 基本 再 数 ,一 切 有 公 
共 半 期 了 的 基本 函数 的 全 体 记 为 Pr 了 是 正 实 常数 )， 

Pr 依 通常 线性 运算 显然 是 线性 空间 ， 若 *E Pr, 仿 

[ell = max|D"z(#) (14.1) 

这 里 立 是 非 负 整数 . 容易 验证 ， xlis 是 范 数 ， 从 而 Pr 成 为 践 可 列 
范 空间 . 它 显 然 是 基本 空间 ， 

易 证 ,空间 Pr 内 元 素 序 列 {xnG)) 改 伍 于 :的 充 要 条 件 是 ， 
对 每 一 个 非 负 整数 龙 ， 序 列 {* 人 (站 } 对 一 切 #, 一 融 收 合 于 共生 ( 的 
(通常 ,序列 的 一 致 收 仑 性 对 每 一 个 固定 的 保 持 , 而 不必 对 一 切 
保持 ), 从 而 x(t) E Pr. 

定义 14.2 车 沙 数 2(1) EE 名 ,而 且 存 在 实数 了 使 


or 


Se nT)=1 (14.2) 
成 立 , 则 称 上 (作为 本 函数 ， 关 于 某 一 个 固定 实数 工 的 一 切 酚 函数 
的 空间 记 为 Yrz，wWs 显然 不 空 . 
定理 14.1 人 久 内 任 一 基本 疯 数 gq 都 可 通过 等 式 
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0) = SpunT) (14.3) 


吉川 二 本 


产生 Pr 内 唯一 的 基本 应 数 9， 反 之 ，Pr 内 每 一 个 通 数 9 都 能 由 
当 内 莹 个 函数 p 通过 (14.3) 式 产生 . 

证 ， 因 ww 具有 有 界 支 集 ,所 蓉 症 *t 的 任意 有 限 区 疗 内 , (14.3) 
内 的 和 式 只 有 有 限 多 个 非 零 项 ,于 是 可 以 逐 项 微分 得 


ON) = Sp nT), L142, (14.4) 
此 外 ,天 gp, 一 gp( 多 ), 而 且 关 于 每 个 gp, 通 过 (14.3) 式 得 到 Pr 内 
的 8,, 则 显然 有 9,->9(Pr), 于 是 96EPz. 
反之 ; 着 8€ Pr 而 且 上 EggYr， 则 几 于 在 的 任意 有 限 多 间 内 
《14,2) 内 的 和 式 只 有 有 限 多 项 ,我 们 可 以 未 项 微分 得 


bb 虎 


DE HT) =0, 上 二 1 ,2， + {14.5) 


于 是 £6CEB， 又 98. 一 0(Pr), 则 8&9,->&9( 多 )， 因 为 8 的 周期 性 ， 
每 个 日 按照 (14,3) 式 有 


4 本 


(一 人) 


=00) SEG- nT) =00). (14.6) 


所 以 8 可 以 由 6 通过 (14.3) 产 上 生 . 中 
2. 周期 分 布 空 间 P， 
周期 分 布 可 以 仿 周 期 函数 同样 定义 . 
定 尽 14.5 设 了 为 分 布 ; 若 存在 正 实数 了 ,对 任意 D9E 儿 成 立 
等 式 
(fp = (Ff~ TY, p20)), (14.7) 


+ A = 


则 称 $f 为 周 其 分布, 称 为 了 0) 的 周期 ，(14.7) 式 也 时 常 写 为 
fr) = -TT), (14.8) 
， 像 普通 函数 一 样 ,只 要 了 有 一 个 周期 了 , 它 就 有 无 限 多 个 周期 
nT(n 二 1,2,…)， 显 然 ,常数 分 布 是 周期 分 布 , 每 个 正 实数 都 是 它 
的 一 个 周期 ， 
定义 14.4 设 了 是 给 定 的 (固定 ) 正 实数 ,一 切 以 了 为 周期 的 
周期 分 布 组 成 的 室 间 记 为 Pi. 
为 了 证 明 Ps 的 每 个 元 素 可 以 恒 等 于 空间 上 的 一 个 连续 线 
性 泛 画 , 对 于 任意 8E Pro( 为 了 避免 混 清 起 见 ), 我 们 把 了 作用 于 
所 得 的 ( 复 ) 数 记 为 ,外 ,而 把 p E92 时 作用 于 9 所 得 的 复数 
记 为 人 wp 或 (,p)， 我 们 定义 ， 
. ‘f,0) = (f,60), (14.9) 
这 明 是 任意 囊 耶 数 . 
为 了 证 明 1 的 线性 与 连续 性 , 我 们 先 证 明 (14.9) 与 二 的 选取 
无 关 , 即 在 (14.9) 的 右边 以 尾 意 gz 内 的 函数 代 符 上 时 保持 不 变 ， 
即 有 


f(7) = SEC aT). 《14.10) 
事实 上 , 这 个 和 在 任意 有 有限 开 区 间 上 只 有 有 限 项 , 涯 于 任 窟 多 EE 多 
都 有 
(DNS 2207)= 人 2 S50 人) 


= (2) ,p(t)). 
现在 令 与 9 是 Br 内 的 住 意 琴 个 元 素 , 由 1(0D)= 了 (+n7T) 及 
《14.10), 对 任意 8E Pr, 有 


(f,£0) = (fy #T), $060)) 


= fd — aT)EC) 80)) 
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= fet aS + aT), Ot)) 
= (Fist),gd0D ) . 


= (Cf, m0(2)), 可 

可 以 像 通常 一 样 来 定义 于 的 线性 与 连续 性 , 即 落 对 于 任意 91， 

bxE Pr 以 及 复数 4 与 8, 有 : z 

(fa0 + B00, = otf,0) + 有 人 bo， 
则 称 f 为 空间 Pr 上 的 线性 泛 函 .类 位 地 , 若 对 任意 序列 {8,} 王 Pr， 
都 有 9, 一 9(Pr) 时 数列 (jf,6,) -人 9)， 则 称 是 空间 Pr 上 的 连 
续 泛 函 . 有 了 以 上 准备 ,我 们 才 可 以 证 明 下 述 结论 . ” 

定理 14.2 ”水 上 是 周期 为 工 的 周期 分 布 , 则 (14. 的 确定 1 为 
空间 Pr 上 的 连续 线性 泛 函 ， 

证 ; 任 取 91,0s EPr 和 二 复数 a,p, 则 

《有 十 有 Do = (f(a0+ F090,)) 
= etj eg)+ 有 (fp =0¢f,01) +p (f,0,). 
又 ,车 昌 ->B(Pz) 则 ED->26(Z)， 因 此 , 当 w>co 时 
{1,0,) = (f, £0,)—>(f, £0) = (f,0), 
所 以 ,f 是 Pr 上 的 连续 线性 泛 函 。 

至 此 ,我 们 已 经 从 周期 为 的 周期 分 布 导出 Ps 上 的 连续 线性 
泛 函 ， 另 一 方面 ,我 们 也 能 从 Pr 上 的 连续 线性 泛 函 导出 一 个 周期 
为 了 的 周期 分 布 ,使 (14.9) 保 持 正确 ,作法 如 下 : 

尾 取 gE 多 , 则 由 表达 式 (14,3) 能 产生 8EPr. 于 是 由 f 作 
为 Pr 上 的 汉 函 ， 我 们 由 下 式 定义 数 (f,p)， 

Cf,”) = (f,0), | [1d4.11) 
则 (4 11) 定 义 的 了 为 玉 上 的 泛 函 ， 此 外 ,因为 op 人 9) 与 p(t+ 了 了 ) 通 
过 (14, 3) 产 生 同 一 802) ,我 们 有 
(fl) ,p60 = CF) ,000)) 
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= (1 ,ptr T)). C14.12) 


现在 我 们 证 明 
定理 14.5 若 1 是 空间 Pr 上 的 连续 线性 泛 冰 ,而 且 8 与 Pm 有 
关系 《14.3), 则 (14,11) 确 定 了 为 周期 是 了 的 周期 分 布 ， 
论 ; 设 8, 二 Pr，gp, 银 而且 9. 与, 有关 达 (14.3), 则 由 
Cf amt+ Por) = 人 《FDI py 
=0f,0) + Pf.0,) 
=0o(f,p) + Prf, pe)s 
于 是 1 是 多 上 的 线性 泛 函 . 
为 了 证 明 f 在 银 上 的 连续 性 ,假定 9.->p(2), 则 由 定理 14.1 
及 (14. 引 知 ,， 8. 一 9(Pr) ,因为 96EPsr 而 且 f 是 Pr 上 的 连续 泛 函 ， 
于 是 
一 
最 后 , {14.12) 证 明了 ff 是 周期 为 了 的 周期 分 布 . 0 
注 ， 实际 上 ,定义 (14.9) 与 {14. 11) 一 致 ， 因 为 (14, 3) 及 其 切 
=j(t++w7), 于 是 对 于 任意 5 €%r, 我 们 有 


(f ,2080) 
= (C1), E02) > Y(t nT)) 


= HD Ep -nT)) 
= (franT) Er nT p00)) 


= (0 ,007) ZE + AT)) 


= (f,p). 
于 是 导 糯 下 列 推 论 : 
* D289 


了 沽 对 于 每 一 个 8Epzfby= gs8， 册 再 缸 个 分 布 
f 与 8 相等 . 
证 ， 册 14.3) 与 (14.11), 对 任意 鸭 E 钱 得 
(f, 9) = {1,0) = (8,0) = (8, 9), 
所 以 了 =8,， 0 
例 14.1 设 于 是 周期 为 了 的 局 部 可 积 户 期 函数 , 则 对 于 任意 
昌 EpFr, Er 尾 取 实数 4, 我 们 有 
¢f,0) = (f, £0) 
= | fs)00 ds 


让 


= 2 HO) EC OC) de 


n= 一 生 二 了 中 


> S(T i HTYEC 4ATI OC + HT) dz 
- 全 fs)00) VedranT)dr 


~ 人 “rpecyaz. 


(上 述 等 式 中 和 与 积分 的 交换 也 是 由 于 和 中 只 有 有 有限 多 项 》 于 是 
( 开 8 可 以 简单 地 记 为 函数 于 (8 在 任意 长 为 了 的 有 限 区 间 . 上 
的 积分 ,从 而 于 可 以 认为 是 正则 周期 分 布 . 

例 14.2 证 


Br = yd-nT), T> 0. 


避 然 ,6r EPr. 对 于 9EPr,&Er, 有 
C0r,0) = (67r,60) 
= (B60 -nT),s0)00)) 


* 有 由 祥 和 


= 号 (noT)9(2T) 
=000) ZE(oT)， 


因为 > ezT) = 1， 所 以 得 
(Ontt) 00 = 0 0). 
类 似 地 可 证 : 
{Prt a), Ci) = O00). (¥ oeR) 
6 ?入 Dy os— nT), 长 一 日,1，2， 


1 


则 有 6 全 KE py 而 且 如 前 得 


二 四 dr 
(69,0) = Dl (Dre 0 


看 到 一 地 


站 到 县 于 二 


=- (— 1)” >( Kt) cp GT)6o -nnT) 


=(~ 1 (Neon Sen aT). 
p=0 ne 
由 (14.2) 与 (14.4) 得 
《本 全) ， 下》 = CC— rom), {多 二 习 ， 1 2) 
空间 Ps 内 的 收敛 性 可 用 通常 方法 定义 ， 
定 久 14.5 设 序列 十 lme 1 是 Pr 二 的 泛 函 ， 若 对 每 个 9 
E Pr ,总 有 
(1,,6)—(f,0), 《14. 13》 
则 么 序列 {f,} 收 艇 于 f, 记 为 
ff(Ps) 或 limf,= (Ps). 
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由 这 个 定义 可 推 于 了 也 是 Ps 的 元 素 ; 即 下 列 定理 成 立 : 
定理 14.4 空间 Ps 关于 收 和 证 性 幸 闭 . 换 名 话说， 著 j 帮 -> 上 
Pr), RfEPsS. 
证 ， 对 每 个 pEB， 有 8EPr 使 gg 与 86 有 关系 (14.3). 用 
《14, 11), 依 条 件 得 
fp) = 《二 ) 一 《个 ) 一 《四 )， 
于 是 {4,} 在 多 !' 内 收敛 ， 因 为 多 ' 关 于 收 钱 性 科 闭 , 故 它 的 税 限 & 万 
银 *， 此 外 ,由 于 每 个 是 思 期 为 了 的 分 布 ， 所 以 & 也 是 Pr 内 周 
期 为 工 的 周期 分 布 ,因此 g EPs 而 且 (8,p) = 《六 9 ,又 由 (1d4.11) 
知 (8,g9) = 《8,0), 结 果 (g,0) =《f, 8), 而 且 每 一 个 9EPr 都 能 通 
过 (14.3) 岂 多 内 的 某 个 产生, 于 是 对 每 个 98EPs 都 有 (8, 9) = 
tf,98)， 由 定理 14. 3 的 系 得 j=8, 即 f€Pr。 中 
定理 14.5 J->f(Pr) 的 充 要 条 件 泡 ， 1, 一 1 多 个. 
证 ， 必 要 性 在 世上 定理 的 证 明 中 马 证 ， 只 证 充分 性 . 洪 条 件 
满足 , 则 由 定理 14.4,fEPy ,于 是 对 于 上 EUa 与 8EPr, 得 
《By Cf EO)— (0) = {1,0). 0 


如 适 常 一 样 ， 我 们 也 可 以 说 无 限 级 数 》 天 的 部 分 和 序列 


之 y(n=1,2,…) 在 Ps 内 收 化 时 该 级 数 在 Pr 内 收敛 ， 


5. 周 期 分 布 的 运算 

我 们 现在 列 出 空间 Pr 内 的 一 些 运算 。 因 为 Pr 的 元 素 是 由 
多 ' 的 元 素 定 义 的 ,而 多 ' 夫 的 有 关 运 算 前 边 已 经 定义 ,所 以 完全 等 
价 的 定义 能 借助 于 Pr 内 的 元 素 作 用 于 Pr 内 的 元 素 给 定 , 下 边 定 
义理 解 为 1 和 8 是 Pr 内 的 分 布 ; 而 每 个 等 式 对 一 切 8 €Pz 成 立 . 
Ps 关于 这 些 运 算 的 于 闭 性 同 多 ”内 定义 的 一 致 性 证 明 留 给 读 
者 。 

(1》 周 其 分 布 的 加 法 
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(f+ge,0)=(f,0) 二 《By》- 《14. 14) 
(2) 半期 分 布 与 常数 4 的 乘法 ， 
‘af 站》 一 站》 《14.15) 
因为 Pr 关于 上 述 两 种 运算 封 团 ,所 以 能 证 了 明 Ps 是 线性 空间 . 
(3》 周期 分 布 的 位 移 ( 设 了 是 实数 )， 


HO TO Y= OF + T)). (14.16)» 
(4) 局 期 分 布 的 向 分 法 : 
《有 ,8) = -Cf,0°). 《17) 
重复 作 下 去 得 
fH = C—O (k=1,2,.). Cld,18)» 
(5) 周期 分 布 的 反射 : 
HOO = 7), 00 — 2), (14.19» 
(6》Pz 的 分 布 与 Pr 内 周期 基本 了 活 数 p 的 乘法 ; 
‘pf,0) = (1, p00). {14.20) 


注意 ， 微 分 法 是 在 下 列 意义 下 的 空间 Pr 内 的 连续 线性 运算 ， 
对 于 线性 , 若 f,8EPr,G,6 是 复数 , 则 


d adf ,pds 
下 (Co 二 有 人 一 村 在 于 


对 于 连续 性 ,车 坟 -> 天 Pr), 则 六- 天 人 Pr)， 于 是 人 Pr) 内 的 任 
意 收 伍 的 无 限 级 数 都 能 逐 项 微分 .类 似 命 题 天 于 上 出 列 出 的 其 生 
运算 也 可 和 作出. 


ss 


第 四 章 广义 函数 的 傅 里 叶 变 换 


傅 里 叶 变 换 理 论 是 数学 分 析 的 重要 部 分 之 一 ， 但 运用 傅 里 叶 
方法 通常 受到 一 定 的 限制 ， 即 对 函数 在 无 穷 远 处 的 增长 率 有 一 定 
的 限制 (对 急速 增长 的 函数 一 般 说 来 难于 应 用 储 里 叶 方 法 ), 对 于 
空间 多 而 言 , 由 于 其 中 疯 数 的 普 集 有 界 , 所 以 广义 函数 在 目 变 数 
趋 于 无 限 大 时 通 数 增长 情况 没有 变化 ， 但 从 侍 思 叶 变 措 的 角度 来 


”看 ,空间 多 内 六 数 的 傅 里 叶 实 搁 不 在 多 内 而 企 另 一 空间 Z 内 , 世 


不 方便 ， 如 早 利 用 广义 函数 作为 工具 ,就 可 以 处 至 一 类 相当 广 证 
的 函数 的 傅 里 时 弯 换 , 因此 把 傅 里 时 方 荡 的 应 用 范围 扩大 . 

广 久 函数 论 里 研究 傅 里 叶 变 换 的 方法 是 先 研 究 基 本 永 数 的 情 
里 叶 变 换 ， 然 后 用 广义 函数 论 的 基本 方法 将 它 自 动 好 转移 于 广义 
函数 .因为 基本 函数 具有 很 强 的 规律 性 ， 所 以 这 个 方法 可 以 减少 
或 避免 通常 的 埔里 时 变换 理论 中 通 抑 的 解析 上 的 击 难 ， 

对 于 和 博 妈 时 变换 理论 最 为 含 适 的 基本 空间 为 空间 (3 ) 及 其 子 
空间 .我 们 从 基本 空间 多 的 和 博 里 时 变换 开始 , 然后 即 讨论 空间 
《3) 的 傅 里 叶 变 换 , 再 讨论 较 一 般 的 基本 也 数 的 傅 里 时 变 换 . 从 . 
§ 4 开始 , 我 们 讨论 广义 函数 的 傅 里 对 变 找 , $ 5 到 6 我 们 把 
§ 2 内 的 卷 积 定理 推广 到 较 一 般 情 形 , 这 些 内 容 初 读 时 可 以 五 去 
至 于 进一步 的 研究 ,特别 是 应 用 方面 的 , 建议 读者 去 较 读 参考 文献 
33, 35,47;48 或 54 的 任何 一 本 . 


$1 基本 空间 纺 的 货 里 叶 变 换 


在 本 节 站 关于 概念 和 结果 的 陈述 都 是 对 于 多 元 男 数 来 进行 
*。2333 。 


的 , 但 是 证 明 只 限于 一 元 函数 的 情况 ,读者 可 入 行 推广 到 多 元 函 
数 . 

1. 基本 函数 的 便 里 叶 灾 换 

我 们 先 来 考察 2 空间 中 函数 的 傅 里 叶 变换 ， 为 了 书写 简单 ， 


当 二 【二 1 人 时， 记 dx = dz drn. 当 他 一 (Ts sy 
"0 二 这 1; 当 = (1 7) Ho" = 
j=l 
定义 1.1 设 Ppl*:)EE 人 名, 邻 z 
go) = | ,Pets ds, C1.1) 
Rn 


称 它 是 mw{，) 的 傅 里 叶 变 换 ( 注 ， 我 们 这 里 定义 的 情 里 时 变换 是 
-全 里 上 时 变 搁 )。 记 海 甸 (:，) 或 Fp). 也 称 野 射 F， pm 多 为 
PC*) 的 但 里 夺 变 摸 ( 又 称 它 的 道 映射 FF! 为 媒 里 叶 逆 变 摸 , 记 为 


F-1(f) = mar) :edo (1. 2) 


我 们 把 多 中 示 数 的 全 里 时 变换 全 体 所 成 的 线性 空间 记 为 了 
= 了 区 .又 在 也 由 引进 极限 概念 如 下 : 设 卫 (9 E2, PR) EZ2, 那 
公 当 gr (多) 时 , 称 孙 数列 {Pigpn)} 在 Z 中 收 艇 于 Ftgp)，, 记 为 
F (pn} > Fp) (2), 

定理 1.1( 基 本 函数 的 传 里 叶 实 柳 的 基本 性 质 ) 

(1) 对 和 任 一 多 项 式 了 和 pf 人 仿 , 有 


PODF(gp) = FP ))} my, 汪 (] .3) 
Pris Flip) = FP(D) wy), {1. 4) 
这 里 了 (D) 表示 求 导 运算 访 ， soD', 
于 


， 四 式 中 1，) 央 未 复数 主 与 积分 变 遇 的 染 和 , 而 不 其 体 写 出 变 蝇 ,参看 第 二 章 定义 
5.1 后 面 的 注 ，。 
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(2) 当 psY$ED 时 , 记 (9 De= |pBdx. 二 所 gEZ 时 , 记 
(gz = |f5az, 由 


《2T) 0， 总) = CF (pm) , PY)) ss, (1.5) 
设 #= 人 zz 算 子 Ti (rp((*)+ 既 可 以 看 成 是 全 
一 多 的 算 子 ,又 可 以 看 成 和 -2 的 算 子 ,而 县 
Fimp) 二 6) 了 《6) 
证 ， (1. 3), 人 1. 的 可 以 通过 直接 计算 而 得 。(1.4) 可 以 通过 分 
部 积分 得 到 ; (1.5) 可 由 (1.2) 得 到 ， 刘 
现在 我 们 来 研究 基本 函数 空间 2 . 
定理 1.2 函 教 凶 (.)E2Z 的 充 机 条 件 是 多 可 以 解析 开本 为 
# 维 复 空 间 上 的 整 函数 中 ,而 且 有 正 数 4 , 使 得 对 一 切 非 负 整 数组 
和 = (41 -pp 有 
| 和 ee 《1.7) 
其 中 cv 为 与 2 和 绅 有 关 的 常数 ，*= t+tiz 马 .又 qu 0(21 的 
充 要 条 件 是 存在 正 数 9， 使 得 邓 每 个 非 负 整 激 组 9= {41,4 ， 
存在 常数 ca 满足 不 等 式 
Is Ba) ce m= 2 ,stis (1.8) 
同时 ， 渭 数 列 {$n(0)} 在 RR 的 任 一 有 蛋 区 城中 一 致 收 旬 于 零 
证 ， 只 讨论 一 元 函数 情况 设 多 E2, 就 是 说 有 PE 人 多 使 得 
EPIp) .又 设 多 的 支 集 在 四 和 过 #8 中 .由 于 


Dh 对 于 者 元 复 变 冰 束 慧 [si 86 如 时 
lim PRs +Bs -ssn) 一 芭 ( 本 全 
-0 天 


存在 ， 则 称 二 存在 。 如 果 在 一 个 # 维 的 此 区 域 也 由 函数 区 是 连续 的 ， 而 且 了 


《= 1 了， .存在 ， 则 区 急 在 此 区 城中 是 解 白 的。 这 寺 整 函数 、 钙 析 开 加 等 天 信和 
赣 交 机 者 训 相信， 
| 已 B= 91" :93aJ 基 上 有 元 组 ,J 了 = tip In 条 T= Ts Tn) 是 实数 髓 ， 


二 3 


yo = 二 ple)el dx, 


而 (9) = | perrrdx 显然 是 复 变 数 了 =o+iz 的 整 函 数 ， 因 


于 瘦 (0) 可 以 解析 开拓 为 整 当 数 细 (3). 由 (1.4) 容易 知道 ; 对 任何 
韭 负 整数 9 ,有 


bg | ip)er sda 
<|- ipt Cz)le- = "dx 
<| wldrer mm, 


因此 (1.7) 成 立 , 其 中 co= ,p(x)|dz， 


反 过 来, 如 曙 整 函数 #(C) 满足 41.7)， 记 上 =co+e 那么 由 
《1.77 9 可 苛 


”eol， so+is. C1.9) 


3 , 
| Trl 


我 们 作 刻 数 
2 1 “” Ls 
p= | Yee odo. 


利用 围 道 积 分 和 人 .9)， 容易 证 明 对 人 在 何 实数 5, 肖 
PF) = | Yo tiT)e "ti do. 《1. 10) 


取 f 使 xY*= ri, 再 利用 (1.9) 就 得 到 佑 计 式 
cers*slrl 广 de 


| 过 一 -一 一 一 -~ 
AA -- 1 lo +izl 


ee el" i a3, 


是 和 fx 者 无 尖 的 背 数 , 令 |7j> + co， 


,ef ae 
此 处 * | 


-一 了 十 可 
就 知道 当 | *|>> 2 时 (x) = 0， 因此 p00 的 支 集 是 有 办 的 。 利 
市 3 站 


用 (1.7) 和 和 (1.107 可 以 证 阴 


因此 函数 gC(，) 是 无 限 次 可 微 约 , 这 样 便 有 mE 多， 容易 证 明 这 
时 Pp) = 因此 旬 E2， 

由 以 上 证 明 过 程 可 以 看 出 , 如 时 {$n} 乞 2, 急 m = P(gpm) 而 且 
《4.8 成立, 那么 {oa}y 的 支 集 都 舍 在 jz 1 所 a 中 .又 因为 


1 der 1 | 请。 
到 一 一 Ta so by d 
py 人 fo 


对 任何 &>> 0， 取 尽 司 evs 如 果 {¥m《o)} 双 在 有 界 光 


间 外 本 于 过 ,到 闪 充 分 大 ,使 
| oI$nlo) ldo < * 2 


就 知道 {w 作 7x)]) 一 至 收 襄 于 零 , 即 pw”0( 多 ). 反 过 来 , 当 Var 
《2) 时 , 记 m= Flpm), 也 容易 证 月 Ym 应 当 满 足 定理 中 的 条 件 . 

2,2 空间 上 的 连续 线性 泛 浮 

由 于 Z 空间 世 是 一 个 线性 空间 ， 其 中 有 极限 运算 而 且 线 性 运 
算是 连续 的 , 因此 我 们 可 以 像 对 多 空间 那样 考察 2 空间 上 的 连续 
线性 泛 函 一 广义 栈 数 . 

定义 1.2 称 Z 空间 上 的 连续 线性 泛 函 是 Z 空间 上 的 广义 函 
数 , 其 全 体 也 称 为 广义 函数 空间 , 记 为 Zr* 或 2 

在 2 中 可 以 仿照 多 * 中 定义 线性 运算 , 求 导 运 算 和 极限 运 
算 ， 这些 我 们 不 详细 鲜 述 , 由 读者 自行 补充 . 我 们 念力 空间 多 * 中 
的 情况 , 设 8E2*, 如果 存 在 局 部 勒 贝 格 可 积 男 数 gLo), 使 得 对 每 
个 EZ, 函 数 多 (。)g(，) 在 R" 上 是 勤 贝 格 可 积 的 ,而 且 
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(88)=| ,glo $0)do, BEZ 


那么 称 中 是正 财 泛 函 . 

Z 空 间 有 与 多 不同 的 直方 ， 由于 间 EZ 时 区 的 定义 域 为 旬 
空间 ,所 以 我 们 可 以 把 广义 函数 表示 成 复 室 间 上 解析 冰 数 的 积分 . 

鲍 1.1 考察 # 元 函数 ， 设 部 是 芋 意 一 组 复数 (froly yo3， 
9 记 上 ， 一 ?0 为 泛 画 

《GCC。 一 5 他 ) 一 荔 (i6)7 PEL. 

这 个 泛 函 显然 局 于 2*, 也 称 它 是 冲锋 数 、 当 5 是 一 组 实数 时 ， 
( -一 1) 显然 不 是 正则 证 贡 . 但 一 般 说 来 ,对 任 一 ro 6 。 一 50) 可 
以 甲 复 室 间 中 冰 数 的 积分 来 表达 .我 们 只 就 一 元 函数 来 说 明 这 
点 ， 设 5 是 一 个 复数 ， 任 取 一 个 以 5 为 中 心 的 正身 的 画 周 形 转 
道 工 ,由 柯 西 积分 公式 就 得 到 


(6(。-5) 区) =- 1.| PD ae 
2nl 


现在 我 们 考虑 更 一 般 的 用 侦 空 间 上 积分 表示 的 广义 函数 . 
设 工 是 二 维 复 空间 中 的 一 个 光滑 的 = 维 则 和 而， 这 山 面 以 (mn， 


ao 为 参数 ， 设 ，= KW) 为 盎 面 的 参数 方程 , 记 det( 也 (i 


7 = 1，2，…)3) 是 变换 
(1s 经 pH 1s sn) 


的 雅 科 比 (Jacob1 行 列 式 ， 令 
ds= dwt( Sic), .din 


设 # 是 上 的 一 个 函数 , 它 使 得 疗 数 #5g(3C8)) 是 夺 贝 粘 可 测 的 ， 
而 且 对 每 个 EZ,$CGC。))gCs(，)) 是 RR* 上 的 甚 风 格 可 积 函 数 ， 
那么 当 

Ca) = | syd, pe 


* 3 


是 Z .上 的 连续 线性 泛 函 时 ， 就 称 这 个 省 函 是 解析 泛 函 ,如 全 1.1 
中 所 述 5， 一) 是 解析 江 另 ,正则 泛 函 也 皇 解 析 泛 函 ， 下 面 我 们 
将 看 出 解析 泛 函 可 以 用 来 表达 微分 方程 的 解 ， | 

例 1.2 现在 讨论 一 元 函数 组 的 一 类 解析 函数 ， 谈 PC!) 是 
一 个 复 变 数 了 的 全 次 和 多项式， 设 el em 是 它 的 为 个 零点 记 . 
re= lmar, k= 1， 2 全， 任 取 实 数 ,TT 寺 rp 让 = 1 2 "sh, 
我 们 作 一 元 基本 函数 空间 2 上 的 解析 泛 函 g&: 如 下 ， 


Bio +17) 
{gr sp) | Pip Try 。 


注意 , 这 个 解析 泛 函 和 7 的 位 置 有 关 . 如 最 六 生产 入 …… 生 fy 利用 
国道 积分 可 知 , 当 7 过?<rsr1 时 ,8+ 与 无 关 , 把 这 个 泛 画 记 为 
go gto) 表 示 当 7<ri 时 的 8,8w 央 示 当 了 >rm 时 的 8:， 这 时 
CREr1s 一 《ge 的 
= tir dy {Bo ti,) 


dor 
-Pi 十 1 -=P(lryr +17,) 


其 中 TT 由 于 在 直线 二 Fh 与 Fas 
之 辣 ， 隙 数 和 3s=o+ir) 只 有 一 个 一 次 航 点 ast1s 利用 留 数 定 


理 可 绩 
(gtr ys 划一 《goes 节 ) = 一 gi PE 
Bept1y™ gr ~ 21 7 1 — or). 
也 就 是 说 , 它 不 为 零 ， 因 此 ， 尽 管 相应 于 同一 函数 书 二 一， 由 于 名， 


分 路 和 不 一 样 ,所 得 的 解析 泛 函 一 般 也 不 一 样 ， 这 个 例 暂时 讨论 
到 这 里 . 
现在 来 讨论 2* 空间 上 的 条 法 运算 .我 们 令 (5) 为 + 维 复 空 


* 289 办 


闻 上 的 整 函 数 , 而且 存 在 正 数 8, 上 5 和 #5 ,使 得 
[ets) lectsl? + 1Yetl, s=o+ir, 
其 中 | = s+… + ， 这 种 六 数 全 体 记 为 了 .显然 当 EE 
Y ,EZ 时 , SY%EZ, 即 二 是 2 的 一 个 乘 子 ,了 是 2 宝 间 的 乘 子 空 
间 . 完全 类 似 于 多 * 与 下 的 绞 法 运算 ,可 以 定义 芭 与 芋 的 溢 靶 运 
算 ， 昌 然 任 一 多 项 式 都 在 Y 中 , 因此 多 项 式 是 Z* 的 乘 子 . 
例 1.2t 续 ) ”容易 看 出 ,对 任意 *， 


(Pes B= (gs P= | plo+ir,) do 


= 全 1 。 节 (adr. 


因此 PE 1 R= 0,1,2,,m. - {1.11» 
所 以 对 给 定 的 了, 方程 Pg = 0 在 22+* 中 至 少 有 入 个 线性 无 关 的 解 


# = gun+ Te, (Bray — eoy), (1,12) 


事实 上 ,可 以 证 明 这 就 是 方程 Pg= 1 在 2* 中 的 通 解 . 

=. 入 义 孙 数 的 情 星川 变换 概念 

在 这 一 段 由 , 当 了 ,8 EI2(R") 时 , 不 管 1，8 是 实 的 还 是 复 
的 , 我 们 都 用 ( ,8 表示 积分 

[ (xyp(xydrD. 
我 们 又 作 上 (R") 中 的 算 于 了 了 如下; 
J pr pm )), 

或 记 作 PC) =p(-(.)). 

我 们 首先 注意 当  E 多 时 ，f 可 以 罩 成 多 * 中 的 广义 冰 数 , 这 
时 由 {1,5) 得 到 


二 竹 分 导 下 不 和 款 明 积分 妨 时 ， 咒 示 在 全 空间 了 的 积分 ， 于 可 、 
» 240. 


Com) CF, Tp) = G2)" | fC) 7px)ds = (2mr)n (f, JP) 


= (CF(f), Fig ))s= (FD), P(g) 》 


= {FC()), Fp)). 
因此 , 如 果 把 了 (办 看 成 2 空间 上 的 连续 绕 性 诈 国 ,那么 有 公式 
Cnt Tp = CF, PP) ED. {1.13) 
事实 上 ,这 个 公式 对 一 切 ELCR"r) 也 成 立 。 利用 这 个 公式 我 们 
定义 广义 通 数 的 侍 里 计 变 摸 如 下 。 
定义 1,3 设 1EB*, 作 Z 上 的 连续 线性 和 也 ， 
Ff pHo{2n) "Cf JP 11), EL, (1.14) 


称 它 是 广义 函数 1 的 机 里 叶 变 换 , 有 时 世 记 为 了 我 们 记 把 映射 
FJPR(OD, EZB* 称 做 〈 广 光 孜 数 空间 多 * .上 的 ) 位 里 叶 恋 挤 ， 
它 的 道 映射 FF"! 称 做 (广义 函数 空间 2* 上 的 ) 傅 里 叶 道 变换 . 

显然 (1. 14) 等 价 于 (1.13). 因此, 我们 也 可 忆 把 (1,13) 看 成 广 
尽 函 数 的 人 博 里 时 变换 的 定义 公式 ， 另 外 ,对 于 任意 & E2*, 我 们 可 
以 作 多 * 中 的 广 广 国 数 

jf gpFeC2T) (BE PP)). 

这 时 (f ,Jp) = (gp)) ,Pp EB, 因此 585=F(D. 所 以 有 

定理 1.3( 广 义 函 数 的 傅 里 吐 变换 的 基本 性 质 ) ”多 * 中 的 盆 


里 中 蛮 抄 
E,， fF(f), f+ 


是 多 * 到 2* 上 的 一 对 一 的 连续 线性 第 子 . 它 有 如 下 的 性 质 : 
(1》 对 任 一 多 项 式 了 及 1 E98B* 有 
PODYFCAD =F(P( »: PD, (1.3)" 
POYFO) = FCPCOD)H). 《1.4) 7 
(2) 设 f= (Cssfn)s, 作 了 Ts 的 共 斩 算 字 Fi 其 中 
《T ,Pp) = Cf ,Tp), 


Fem)=e FN = Fe NIES.. 《1.6)7 
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证 ， 我 们 只 证 (1. 2'), 其 余 留 给 读者 证 明 ， 当 名 EE 名 时 , 由 
(1.3)、.(1.-13) 和 第 二 章 中 的 (6.9), 我 们 有 
(PODIFO) ,Flip)) = (PCF), PCD)F Cp)) 
= (P(A FC(PC iC gp) = C2" (fTP( iC ))y)) 
= QT", PAC) TP)) = CON PC pp) 

FCPOGC DD FEF 9) 
因此 (1.2 人 个 成 立 ， 呈 

下 面 再 来 考察 # 元 广义 函数 的 侍 里 叶 变 换 的 例 . 

例 1.3 PF(6)=1,F(1) = (2n)"6. (1.15) 
证: 事实 上 , 一 方面 , 如 果 记 YC )= (9), gE9, 那么 出 
(1.13) 有 

(FE), #$) = (IN 0, TJ) = (C27 dp) C0) 
= Qn"p00). 
出 普天 函数 的 信里 叶 浊 变 扶 的 公式 有 


一 | 
z p90) = 7 re plo)do. 


国 此 (FU(6) 2) = (1,%), 这 就 得 到 Pb) =1， 另 一 方面 , 义 有 
(FOD YY = C211 Tp) = 62m)"| lx) dz 


= (21)"#0) = (C2 $), 
”利用 (1.15) 各 (1,2; 《1.3 ) 可 知 对 于 多 项 式 Pt,) 成 立 着 


RPO)) = (2m)"P{ - i )sCo), 
FL P( 盖 )5Co)= _io). (1.16) 


我 们 又 可 以 把 (1.15? 宙 的 第 二 式 推广 成 
机 


Fie *) = (C2160 — 15), (1.17) 
四 (Be KY . 
事实 上 ， 由 于 6 “一 er 这 个 级 数 是 在 任 一 有 限 区 域 


上 一 致 收 钱 的, 因此 ， 作 为 广义 函数 级 数 它 也 是 收敛 的 . 3 
Fp), peEBHAU 有 用 (1. 13), 0. 16) 得 到 


1 =- {hx 
(Fle *), $= (20, Tp) = Qn"(S: 人 1p) 


= (210)" >) pt Jp) = Dr Pb an 多 


让 mu 了 心 


= (2n)" 5 zr((-i i (5 也 dtr), yo) ) 


=- Cn) 5 一 (让 万) "9%(5)| 
利用 多 元 解析 函数 的 泰勒 公式 ,上 式 又 等 于 
C210"p06) =《230D)8KSC5 ~ 16), $s)), 
下 面 我 们 写 出 常用 的 一 元 广义 销 数 的 笨 里 叶 变换 的 一 个 简 


表 ， 
广 兴 国 数 了 (Xx) E 久 * 傅 里 六 变 换 了 (0) E22* 
f(x) E 工 (一 coy + 00) Fo) = | fenerds 
d(x —ay i 
EDs (21)"6 (一边 ) 
#0 二 0, 1s 2+: ar ( - i 让 ) $(r) 
1 iff si 
-二 gn og 
夺 
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1 goin 


Es 
-1 一 
lnlx! i | (0 +io) (e+ in Co +i0)) 
. x , | 
《rr — i0) ( 3 lnto io) )| 
其 中 c= | mxzera 
站 
Hex) i rndto) 
oy 
Sinx iTLG(e — 1) -S(t0+1)] 
COST TS +1) + —1), 


$2 基本 空间 S 的 信里 叶 变换 
1. 急 减 理 数 的 情 里 叶 变 换 
定义 2.1 对 任意 gg E53, 我 们 称 
Fp) SAPS A| 。 ess (ds 
为 9 的 情 里 叶 变 搞 .， 这 里 > 上 一 区 [区 十 Yn, 
注 ， 因 为 op E53, 所 以 积分 


De 


< ep le= fo hs 


一 致 绝对 收 合 ， 从 而 .1) 式 有 意义 . 
定理 2.1 设 wes, 则 


本 本 和 


《2. 1) 


(2.2) 


Tat = C1, (2.3» 


这 里 PDO) = (mx), Top (xX) = m+ 人 人). 
证 只 证 明 (2, 37 


op = | el rapdz = | ep {x+ 区) 各 证 
Bn Rn 
一 | el epst adx=e- :YP,， 昌 
到 
定理 ?2.2 设 风 ES， 有 


fi = 区 至 - -iig。 C2. 4) 


证 ， 将 (2. 1) 两 边 对 6/ 求 导 , 并 注意 到 可 以 把 求 导 移 到 积分 
号 内 便 得 


me 
ae, -| ixyel” sop (Cx) dx = lryp, 
iak Rn “ - 
又 由 分 部 积分 得 
J 
:9 
9p -| i 4 jx 
dxs Rn 7 


= igs [opr) d= ies. 0 
系 车 PCD)AZacD?r 是 万 = (D,,.…,Ds) 的 多 项 式 ,到 
PD) (8) = F(P(ix) g(x)), {2.5) 
FOPOD}Yp xr)) = PO-i12) YE). 2.6) 


定理 2.5 优 里 时 变 搁 确定 一 个 从 5 到 3 内 的 连 乏 线性 瞎 
射 ， 
证 由 定理 2.2 的 系 可 知 多 无 穷 可 微 。 又 对 任意 mp ES， 


Ee" Dr e) = | DoCxegp (4) Idx. 
因为 D(xrrgp kz) ES 于 是 对 所 有 整数 有 0， 
-人 


C1 + |xp)*D" (xpg(z))| (2.7) 
在 及 " 内 一 致 有 界 ， 如 果 取 于 ,使 
2 1 . 
r= 
| rp < 人 
即 得 不 等 式 
2Drg (二 | ， 


Doxrg Cx) lx 
本 一 一 一 2 Dxrmyld 

| Ty (1+ zx)*ID" (rrp)) dr 
< .aa C+1a DID? Gang to) (2.9) 


这 就 证 明了 对 每 个 和 阳 有 有 Dp 有 (2) 在 妨 * 内 一 致 有 界 ,于 是 银 所 
3， 另 一 方面 ,上 述 不 等 式 还 证 明 , 如 果 ps 一 009), 则 (名))->009)， 
因此 Ff，S->5$ 是 一 个 连续 线性 映射 日 

定义 2.2 著 昌 ES, 则 积分 


(207) ey dx (2.10) 


是 绝对 收 葡 的 , 并 定义 一 个 变 昌 为 (5 po) 的 8 中 的 晤 数 , 称 为 
% 的 情 里 时 道 变换 , 记 作 (一 的) (5)， 

可 以 证 明 , 如 定理 2.3 一 样 , 史 确定 一 个 从 S 到 5 内 的 连续 
线性 映射 。 容易 证 明 下 列 关 系 式 成 立 


有 = (2m)" FP-!1$ 和 PB = (2 "Ey. (2. 11) 
定理 2.4( 健 里 叶 反 演 公 式 ) 对 任意 四 ES 有 
w= (wp), p=F(F gp), 
证 : 由 窗 比 尼 定 理 , 有 


| POEs eds 
"|e es peay]as 
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-_ | dy(E) PdeEdy 


= | $0- 0p dy. {2,12) 
作 变 量 代 换 ,将 (2.12? 式 变 为 
| PPE ds =) P+ dy (2,13) 
用 上 (a6) 代 蔡甸 (6), 它 的 传 里 叶 变 换 等 于 e- "名 (8 . 再 由 变 
量 代 搁 , 得 : 
| Pp)e de =) BOP etey)dy. 
令 er0 ,得 
$(0)) CE)e de = PX) {$dy, (2.14) 


现在 取 妆 (2) = "人 *, 并 由 
. $y) 一 (ON) "e112 


以 及 高 斯 积分 
1 edx= (Co) al 
即 得 
,Pe de = (2m "pe). (2.15) 
Gi FF = 


系 ”和 傅 里 叶 变 换 确 定 一 个 人 内 5 到 5 上 的 拓扑 闷 构 ， 
定理 2.5 传 里 叶 变 挽 有 下 列 性 质 : 着 史 ; 芒 E5, 则 


(1) 1 9ydx= | PPds 

(2) 巴 赛 瓦尔 会 式 : 
| 9. 和 xz= (2m0* | .7ds 
A 

(3) 卷 积 的 傅 里 叶 变 换 ， 节 *9 =: 多 4 


* 


a 
(4) 先 积 的 傅 虹 叶 变 措 ，$ := (2n) "# 六 . 
证 ，(1》 往 (2.13) 式 内 令 X= 人 0 和! 可. 
《2)》 由 《1) 和 (2,11) 式 太 定 理 2.3 得 


,Fy dx 一 ,FCFy 
| .zw Fy dx 1 .mw CF¥)dx 
= C2") "FEY d= (20*1 Pp* Pdx. 
RR? Ra 
《3) 由 富 比 尼 定 理 得 
| Copxp)e :dx 
Rn 
= | (| ,p06 -dy)dx 
一 | Be》 的 (这 一 yydzxdy 
BR 
= 1 Cir (ee 一 7)dzjp(??dy 
$8) (ep) dy= PE) P68). 
《4) 出 健 里 叶 反 演 公 式 和 窗 比 尼 定 理 得 


0 = 上 empea)yp tr) dr 


一 地 


上 


及 了 


er 地 (| 0D a5] 


上 人 


D7 
2 eg ydrdy 
2 {Ne pdr Dey) dy 


- a -9) PO 


= CL) CB) EY. 0 
2. 继 增 广义 函数 的 博 里 叶 变 换 


* 迪生 站 


册 定 理 2.4 的 条 知 博 里 叶 变 换 是 一 个 从 3 到 3 上 的 同 构 ， 这 
就 启发 我 们 可 以 利用 对 慢性 来 定义 绥 增 广义 函数 的 德里 叶 变 换 如 
下 : 

定义 2.5 设 了 GE3, 它 的 傅 里 时 变换 PP7 或 生 由 下 式 定义 : 
对 一 切 PES, | . . 

T=rT(p) AT* Pp. . C2.16) 

因为 f，S 一 5 是 线 柱 连续 的 , 所 以 (2.16) 式 右边 有 意义 ,而 
上 起 所 定义 的 FE 讯 是 在 3* 的 强 拓 六 意义 下 从 5* 济 5* 内 的 连续 蜡 
射 , 训 实 上 ,是 同 构 于 了 的 转 轩 算 子 ， 当 了 =fE5 时 , 出 定理 2.5 
的 (1) 及 第 二 章 定理 5.2, 这 里 定义 和 (2,1) 的 定义 一 致 . 因此 我 们 
用 同一 记号 FF 米 表 示 8 中 元 素 的 傅 里 吁 变换 或 者 组 地 广义 函 闻 的 
傅 里 时 变换 . 

同样 地 ,利用 对 偶 性 来 定义 缓 增 广义 函 鸭 的 省 傅 里 叶 变 换 . 

定 久 2.4 对 一 切 p Es5， 

FiT. pAT: Fip, (2.17) 
显然 , 在 5* 的 强 拓扑 意义 下 F"! 是 一 个 从 5* 到 5* 内 的 连续 线性 
喧 射 ， 并 且 人 埔里 叶 反 演 公 式 

T=F-i(FT)= PCE"T)Y, TES* 
成 立 ， 国 此 ， 了 是 一 个 从 5* 到 5* 的 拓扑 辣 构 ， 定 理 2.1 与 定理 
2.2 及 (2,5), (3.6) 式 对 于 这 里 的 广 尽 函数 的 傅 里 叶 变 换 也 成 立 ， 
定理 2.6 设 TE5*, 则 

PED)YF (TY) = F (P(x)T), (2, 18) 

FCPCODYT) = PO-iEY ET, (2.19) 
这 里 P(D) = a。D" 是 也 的 甸 项 式 . 

证 ， 因 为 多 项 式 是 5 内 的 乘 子 ， 所 以 等 式 右 边 存 在 .又 泊 
《2.5)(2.6) 得 i 
‘PAD)PTYY = FIP Dy) = Te EPL - Dp) 
=T(P(ix)Fo) = (P(x)T)FG 


a 池 二 号 。 


= [上 PFCPCix?T)]gp， 
FiPADYTYp = PDT(FP) =T (Pt — DY Pop) 
= TIF(PC ie) pI = (FT (PC ~ 1S))g 
= (P(—i£)FIYp, 了 
验证 包 全 广义 盖 数 的 情 里 时 变换 等 式 时 ， 通 党 是 先 验 证 这 些 
等 式 对 于 5 内 的 函数 成 立 , 然后 由 8 在 5 内 的 稠密 狂 , 依 连 续 性 
推广 到 %# 内 广义 函数 的 等 式 ， 例 如 


”i T(T .BT) = FToQFT， (2.20) 
5. 状 积 定理 . 


在 定理 2.5 中 我 们 讨论 了 国 数 的 乘积 与 卷 积 的 傅 里 时 变换 ， 
对 于 广义 函数 市 言 , 尾 积 不 常 有 意义 (第 二 章 $6), 但 是 本 讨论 卷 
积 ， 为 了 推广 差 和 定理 (定理 2.5 中 的 (3), (4)), 我 们 引进 空间 
《Oax) 与 (OO: ) . 

定义 2.5 (Own) 由 满足 下 列 条 件 的 一 切 5” 责 数 所 组 成 ， 对 
每 个 = (Pp,…', pn) EN 存在 多 项 式 Ppt*) ,使 得 

IDrptx)| 之 |Pofz)l (x EER. 《2.21》 

我 们 称 {Ou) 是 在 无 限 远 处 缓 增 的 5” 范 数组 成 的 空间 . 

定理 2.7 设 wpEec (RR"), 则 下 列 条 件 互 相等 价 ， 

(1) 对 每 个 p= (Pi,…s pn) EN 存在 多 项 式 Pof(2 ,使 得 

IDrom tx)| Pp (Cx); xER", 

(2) 对 所 有 了 E535, 乘 积 pf E535; 

(3) 对 每 个 = (pi Pr) EN" 和 每 个 了 ES, 羡 数 D?p:f 在 
R* 内 有 界 ， 

证 ，(1) 一 六 (2)。， 由 莱 布 尼 兹 公式 ,有 


Pro 办 = 了 全 一 二 DropvD7? 9 
?0- npr ’ 
于 是 (1 +lx] :Dr (gh) 


= SP prt lr)D?-°, 
和 A- 他 人 
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这 里 套 是 一 个 正 整 数 。 由 61) 存在 正 整 数 六 ,使 得 
Pg EC + (XER", Sp) 
作 适 当代 换 , 可 得 
sup sup Fl + xl Dim fy Cx) 
[ | 呈 | 近 于 
<Csup ,sup ll+|r :+* Drf(r), 


再 由 fE 5 即 知 上 述 不 等 式 表明 fp €5， z 

(2) 一 (3)， 因 为 Dip:f=D,(g') ~:Df,1<j<#, 及 由 
i ES 及 条 件 (2) 知 :DjES, 于 是 Dp*1E5.， 青 由 莱 布 尼 兹 公 
式 和 归纳 法 得 Dr:fE5, 于 是 (3) 成 立 . 

(3) 一 > (1)， 用 反 证 法 ， 设 条 件 (1) 不 成 立 , 则 对 某 个 上 = 
(P14,…, pm) ,任何 多 项 式 都 不 是 (D”gp) 的 界 . 由 归结 法 , 必 有 R" 中 
的 序列 {zy} 使 得 jzy 十 il>|xs|+ 2, 并 且 

PD + 到 7 人 7 
仿 y (x) = 站 < Hr ， 
这 里 #ECY(RW) 使 得 0 和 0 所 1,5uPP# 含 于 兴 径 为 1 的 开 球 内 ,而 
和 且 0(0) =1， 由 于 函数 skx 一 x;) 的 支 集 互 不 相交 , 这 个 和 式 有 意 
义 ， 若 EN,pEN", 识 有 
2 p <1 十 | 六 站) 入 了 PC 一 站 
(1 + xP)*Dry(x) = 二 de a 

这 里 一 1 志 l 志 x+ 1， 奶 一 方面 ， 


这 里 C 是 适 尖 的 常数 ,和 而且 
i Daetx— x =suPp Dra(x)}|. 
EH" 
于 是 yt) ES， 但 是 显然 有 
yx) Dg x > a0 = 1, 了 = 1。2，…， 
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这 和 条 件 (3) 泽 后 ， 昌 
《OoOa) 的 局 部 拓扑 可 由 一 族 半 范 数 
rnp) = sup lf (x Drgp ( 


决定 。 这 里 FE 而 产 EM， 显然 这 一 拓扑 不 具有 可 数 基 . 

0 一 0CtOw)) 的 充 要 条 件 是 对 每 个 pEN?" 和 每 个 fEy， 

fjDrey(#) 在 R* 上 一 致 上 收敛 于 9, 或 等 价 地 ,对 每 个 E35,fajy 在 
3S 内 收敛 于 0 . 
”定义 2.6 和 车 对 任意 0 (1+ | 的 地 都 是 有 措 广义 函 数 
( 即 它 属于 (8 )， 郊 第 三 章 $6)， 则 称 工 为 在 无 限 远 处 危 减 的 广义 
熙 数 ., 一 切 在 无 限 远 处 急 减 的 广义 函数 组 成 的 空间 记 为 (0s) 或 
Os. 

车 对 任意 % 关 0, 总 有 (1+|xP)2 了 >0(B87)， 则 称 了 >0(923). 

定理 2.8 了 属于 49) 的 充 要 条 件 是 ， 对 每 个 A>0， 了 表示 
为 (在 多 .上 ) 

T= 之 也 “fo (2. 22) 


1 二 1 二 和 
这 里 六 是 可 测 画 数 , 侧 且 人 1 + 0 在 及 "内 是 本 性 有 秀 函 数 
‘依赖 于 不). 
证 ， 若 对 任意 & 关 0(2.22) 式 成 立 , 则 对 于 住 意 82>0， 
(1 + PT= >, (1 + ls)’ D4, 


| st 呈 子 
而 且 当 不 之 时 ,每 项 在 (8 站 内 ,因为 
[eC D'LO + si) g(r] dx 
是 {Di 上 的 连续 线性 泛 尊 ， 反 之, 没 TE C05), 则 对 任意 * 宇 0， 
(1+| x |)TEC(B), 
而 且 由 第 三 章 定理 4.5, 有 
‘1 十 | 党 = T= > Dgus 


[| 
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这 里 gs 是 本 性 有 上 异 函 数 , 记 
《1 十 | xP) :DDig, 

= DIC +[x |) *Digaj — LDOTIx {1)* Digo, C2, 23) 
则 记 Dsg, = DD"1go, 而 且 用 阅 样 方法 处 理 (2.23) 右边 的 每 个 方 
括号 , 则 继续 减少 go 的 导 函 数 ,最 后 得 三 D'hsy, 这 里 

C1 + | [rhoy 
是 本 人 性 有 入 函数 . 吕 
让 定理 2.7 知 , 若 aE(oo 则 < 是 空间 内 的 乘 子 ， 氏 此 ， 
洲 工 抱 3 则 oa7 GE, 于 是 有 下 列 定 理 ， 

定理 2.9 

(1) 若 aj 一 0000) 而 且 TES*, 则 oT 一 >aT(3*)， 

《22》 车 了 -一 > 而 旧 wECCOa)， 则 GT 一 一 GT (3*+) 

证 ， 困 是 完全 空间 ( 见 第 二 章 $3), 于 是 3* 内 的 强 政 分 等 
价 于 罚 政 人 敲 ( 第 一 章 3 6 定理 6.4). 不 妨 假 定 刷 ) 内 的 9=0,(2) 
内 的 工 = 0, 则 只 须 证 明 ， 

车 G 和 一 一 DO 则 ap 一 >0 (mES). (2.24) 

洲 了 工 一 ->0(5*#) 则 ay0 一 一 0 (9 ES5), (2.25) 
而 (2.2 人 0) 可 由 ?一 >00 了 时 gyp 一 一 005) 证 得 . (2.25) 可 由 agp E35 
而 且 1 一 90 时 ,Tragp 一 > 了 证 得 . 1 

定理 2,10 (1) 车 5E(0,),TES5*, 则 表示 式 

ST pad LT ptE + 1)] 

对 E53 有 意义 ,而且 SxT ES*，; 

(2) 闫 5 一 >8(05), 风 SyxT 一 >SxT(S*), 

C9) 若 了 一 > 了 9), 由 Sx yD (CS) 

证 ，(1》 由 第 二 章 定理 9,3, 有 

T= Die tls 1"F (yy)], 
这 里 上 (和 是 连续 有 界 泡 数 . 令 
IE) = Tu p(s +), 
"253 。 


这 里 9p 属于 5 内 的 任意 有 界 集 8， 则 有 
DCE = DM | +igP) Py) Dt p(s+)dy. 


用 不 等 式 
tC CI +IEPI CT + | + |), 
击 和 且 对 一 切 g EB 有 


| Ditrpex) 1 + Ix) dreC’, 


于 是 我 们 得 到 
DEINEYEB (lL + 1S *», 《2. 26) 
这 里 C04,Ba 是 与 8B 内 的 m 无 头 的 毅 数 . 
记 Se[Twngpls+ 幼 ] 为 下 式 
2 1(é) 
nse (12) 
(1 十 | 志 站 ‘(ry }; : (2.27) 


而 且 由 (2.26)， 沼 m+ ni2 时 ， 
PE =TE +I EP) 


属于 (CD;;) ,然而 对 任意 亡 , (1 28 属于 (Po 的 共 较 补 间 
(了 从 而 我 们 得 到 下 列 结论 ，(2.27)? 有 意义 , 而 且 , 事 实 上 当 
E 下 了 时 ,2.27) 组 成 一 个 有 看 数 集 , 所 以 峡 本 定理 中 (SxT)g 的 
符号 , (5#T)gp 有 意义 ,而 且 5S#T 是 9 上 的 连续 线性 弃 函 . 

(9) 不 妨 设 3=0， 用 (人 1+152)a3y 六 代 具 (2.27)， 而 且 由 
《D) 内 的 收 伍 性 定义 知 {1 | 二 本 37 一 一 个 (六 ,于 是 对 于 3 内 有 
界 集 的 一 切 元 素 gp 3 了 一 一 0 一 致 成 立 ( 关 于 gp 的 一 致 性 不 必 
成 立 , 因为 8 是 完全 空间 ,5* 内 的 器 收 化 蓝 漂 强 收 做 ). 因此 SxT 
—>003*)., 

(3) 用 第 二 章 定理 9.3， ,可 仿 (2) 的 思路 证 朋 ， 细节 用 . 0 

我 们 卫 ZT*3 m=Te[L3see (+ 四， 则 定理 2.10 仍 成 立 , 即 
若 TES*,5E06), 则 TxSESY, 和 而 且 了 x3 在 定理 2.10 的 意义 下 


* 04d" 


连 持 ， 因为 当 5 或 TT 有 竖 支 集 时 53xT =Tx5, 于 是 我 们 得 
SaT = SxT, TESY, SECOY. 
我 们 现在 准 广 卷 积 定理 如 下 : 
定理 2.11 ft 若 awEOa 了 ES 出 已 wE 人 On FUE 
9*, 而且. 


FriaoU) = FoexFU {2,28) 
(2) 车 TE(D6),UES*, 则 FTE (Ou), HUES*, 而 县 
FTxUYy = PT FU (9.29) 


证 ， 由 (2.18) 和 (2,19), 易 证 FP 映 (On) 到 (O04) 内 .事实 上 ， 
庶 色 ECOa) 又 说 下 是 一 个 整 煞 ,使 得 六 >4 2 由 (On) 的 定义 ， 
对 每 个 整数 宕 0, 存 在 充分 大 的 整数 NN, 使 得 
(01 -Aroper)| C+) PN-m » XER 


这 里 A 是 拉 兽 控 斯 (Laplace) 算 于 训令 


=- 


2 


由 整数 吉 的 选取 ,有 # 显然 是 可 积 通 数 , 作 傅 里 叶 变 换 得 ， 
《1 二 | Er) = (1 — As)MRcE), 
上 式 右 边 是 有 界 六 数 的 导 王 数 的 有 限 和 ,因此 ,对 每 个 整数 二 0， 
有 
(1 十 | 二 下 3 六 (CE ED':-, 
所 以 多 ED,. 
车 工 EO。，, 由 定义 及 定理 2.7 得 ， 对 于 一 切 aEN" 有 x“TE 


D2, 从 而 = D(C), 由 定理 2.8 知 Tw yD"fo, 因 比 (85) 


= 5S， (is)" 了 。 是 在 无 限 远 处 缓 增 的 秋 续 孙 数 ， 所 以 证 E (On). 


| 闻 t 守 电 


*» OD 


‘ 注 ， 事实 上 ,是 从 Oz 到 0。 上 以 及 从 0% 到 Ox 上 的 所 扑 同 
禄 殉 射 ， 见 参考 文献 47, 第 VII 之.) 

现在 证 明 (2. 29)》, 由 定理 2.10, 得 

F(TxUY = (TaU Yels or = (TeRU elt 
= (Tseelser) (Ueiny) = FT PU. 
《2. 237 的 证 明 类 伺 , 细节 覆 ， 昌 
我 们 举 一 个 微分 方程 方面 应 用 的 例子 来 结束 本 节 . 设 
PKE) = > aa 人 
|1 袜 二 


是 满足 条 件 P(5) 二 0C5 寺 0,6 是 实数 ) 的 多 项 式 . 
定理 2.12 车 4 是 R" 内 P(i 芝 w)=0 的 一 个 解 ， 而 且 


此 
[az 和 4C1+i x Dr*C4， 是 菜 个 正常 数 ), 则 ww 是 * 的 次 数 志 
[1(h 的 整数 部 分 ) 的 多 项 式 ， 
证 ， 因 次 wnE5*, 所 以 T= FEsr 而且 PE)T=0. 对 于 任 准 
ES, | 
Te P(EY@ = P(EIT*# = 0. 
考 虐 任意 不 包含 零点 的 开 集 负 CCR', 洲 pp EDo), 风 


TT = Pe ) P) -了 ,Pr ) 直 =0. 
2 ”FE * 


因此 了 的 支 集 最 多 由 原点 组 成 。 由 第 三 章 定 理 8.10 的 系 , 有 
T = 3 CoD?6. 


lr 1m 


因此 # =F"'T 是 多 项 式 ， 其 次 数 显然 去 CA， 日 


$3 一 般 基本 函数 的 伪 里 叶 交 换 


根据 第 二 章 定 理 9.3 的 注 , 3 广义 国 数 本 质 上 是 多 项 式 型 的 
站 2 家 


组 描 函 数 , 因 此 空间 8 的 理论 也 只 能 处 理 缓 增 国 数 的 传 里 时 变换 . 
但 它 比 证 典 的 每 里 时 变换 理论 还 是 前 进 了 一 步 ， 因 为 古典 理论 所 
处 理 的 只 是 可 积 函 数 类 ， 如 Li, Ls 等 ， 为 了 实际 需要 ， 人 们 需要 
进一步 取消 组 增 条 件 的 限制 ， 用 傅 里 叶 变换 理论 处 理 急速 增长 的 
冰 数 . 于 是 从 广义 函数 的 观点 来 考虑 , 自然 应 取 空 间 8 的 子 空间 为 
基本 空间 ,因为 这 样 广义 函数 的 限制 就 放宽 了 ， 为 了 方便 起 见 ,我 
们 假定 基本 空间 多 允许 微分 ,对 多 项 式 与 于 中 元 素 的 滋 法 及 共 辆 
运算 ,反射 运算 奎 闭 , 即 基本 空间 有 满足 下 列 条 件 ， 
”定义 3.1 涛 函数 集 6 满足 下 列 条 件 ， 

(1》 是 允许 微分 的 ; l 

(2) 2 人 = 1 2) (因此 一 切 * 的 多 项 式 ) 是 B 的 生子 

(3)》 人 FB 的 元 案 是 急 减 0 函数 , 即 C5， 

(4) 溶 pp ET, 则 揽 共 因 (Xx) 及 反射 pC~x) 也 属于 者 ， 
则 称 允 为 基本 空间 ,其 元 素 称 为 基本 函数 . 

仿照 $ 2, 我 们 定义 耳 数 pE 臣 的 傅 里 叶 变 换 为 


$0o) = | ep ds. GD 


同样 我 们 也 用 多 (0) 或 Pq 来 表示 9 的 傅 里 叶 变 换 . $ 2 内 算 子 
8 的 基本 福 质 仍 满 足 , 特 别 是 下 式 成 立 : 


人 
了) 六 (去 )》 = x) pr), 《3. 2) 
ar 。 
PeD)ptx) = P( -15) 905). 3,3) 


在 第 二 章 岗 ,我 们 引进 了 空间 天 (4) 及 Z(9) ,天 (9) 的 归纳 极 眼 
记 为 及。 由 第 三 章 定理 4,1 和 系 1, 长 也 是 尺 Ca'w) 的 严格 归纳 
极限 ,这 里 {fet= 分 是 具 分 量 ay'™ 的 任意 向 量 序列 (G3 =1,…,*), 而 
入 一 季 co 时 ey" 一 >c0， 固 此, 基 是 基本 空间 .局 理 , 记 Z 为 249) 
的 并 空间 , 则 2 也 是 基本 空间 . 

设 钊 EEK, 则 功 to) 是 下 列 讽 数 


* FHF 


节 (9] A| 人 人 的 Cx) 志 = | C1 rp (x) dx {3, 43 
R”™ . RE* - - 


在 实 轴 上 的 限制 ,这 里 *=w+ir， 若 9E 天 (ao ,利用 第 三 章 §2 的 
符号 ， 我 们 有 


Is*sp es) | 一 | e“"*Drgp (x) dx [<Ce"", 


这 里 
他 二 人 二 or] {3.5) 
而 且 CG% 是 常数 ， 因 下 . 
+n Caen5 (OSLo0), (3.6) 


比较 (3.8) 与 第 一 章 (2.9) 式 知 算 子 王 脆 天 (的 到 民 (@) 肉 。 事 
实 上 , 它 瞻 天 (的 内 的 有 界 集 到 2Z(e) 内 的 有 界 集 ， 因 师 FF 是 从 


K(e) 到 Za) 内 的 连续 线性 算 子 . 因为 天 = [KD ,2 = 人 2(o， 


所 以 了 是 从 KK 到 2 内 的 连续 线性 算 子 ， 
为 了 证 明 五 卫 天 (到 己 (a] 上 ,对 任意 第 E28 (a), 我们 先 给 出 
下 列 定义 ， 


1 一 J 二 +: 导 
(xX} = 一 一 一 一 | < {ga)d 
9 (210) 7 |. Po 


1 


二 Ei Ct") HT +itdo. 
《2TT 3 上 


由 第 二 章 (2.9)《 用 用 >?) 知 右 边 等 式 成 立 . 取 fi= -dy sgn rs ( 
= 1,2，… ;#3); 我们 得 
(Dr@ er) | Brlstje tes ®. 
车 对 划一 个 1 ， 育 zj 人 ai 人 = 1 pp) , 刚 6->co 时 人 旬 (*) 一 0, 于 是 
由 和 天 人) ， 因 为 图 数 旬 的 健 里 时 变 摘 重合 于 区, 所 以 已 从 关 人) 一 
对 一 地 喘 到 2(4) 上 ， 易 知 ; 道 侍 里 时 变 挽 "!' 映 ZC9) 内 的 有 界 
集 到 上 &() 内 的 有 界 集 上 .因此 玉 ! 也 是 映 Z 到 KK 上 的 连 悉 线性 算 
* 258 。 


子 ， 综 上 所 述 ， 得 到 下 出 定理 ， 
定理 3.1 FC[K(0)]=2(0), FP-It2(0)] =K(a), F(K) =2, 
FI2) = 天 而且 了 ,FF 者 是 连续 线性 算 子 ， 

定义 3.2 设 下 是 任意 基本 空间 (满足 定义 3.1)， 函 数 q(x) 
< 五 的 一 切 精 里 时 变换 的 全 人体 ,我 们 称 为 久 的 傅 里 中 对 偶 室 间 ， 
记 为 ==P(®). 

定理 3.2 设 俩 ,V 阁 是 拓 盾 空间 ,而且 罗 是 基本 空间 全 的 会 
里 叶 对 偶 空间 , 则 罗 也 是 基本 空间 ,而且 与 生 拓 扑 同 构 . 

证 ， 显 然 罗 也 是 线性 室 间 ,而且 F 是 映 盏 到 加 上 的 一 对 一 的 
映射 ， 固 为 外 是 拓扑 空间 ,. 令 下 为 生肉 零点 的 邻 域 , 定义 FOV) 
是 于 内 零点 的 邻 域 , 则 更 也 成 为 拓扑 空间 ， 落 全 是 并 室 间 , 则 定 
义 轩 内 的 收 敦 性 如 下 ; 

当月 人 役 当 pm 多) 有 Fpm—>0( 罗 ), 

由 (0) = FEgp Cx)] 可 推出 

Pop(*)] = (21) "(0), 


F[¥$C0)J = (27 0), (3.7) 
由 第 一 等 式 与 本 证 开始 的 假定 得 
FFE]=w, FIP]=. (3.8) 


特别 有 ; 
忆 [天 (8 一 KG (下 )= 民 0 
Pi2ta) |= Kita), 了 (2) 一 及. 

由 (3.7) 知 罗 满 足 本 节 开 始 假定 的 (4 由 规则 (3.2) 及 (3.3), 因 也 

满足 定义 3.1 的 (1) 和 {2》}， 最 后 , 国 为 F(t3) =5, 罗 也 满足 定义 

3.1 的 (3 总 之 ,多 也 是 基本 空间 ,而且 与 空间 人 甸 拓 扑 同 构 . 1 


8$4 广义 函数 的 储 里 叶 变 换 
1. 一般 广 妆 函数 的 情 里 时 变换 
定 党 4.1 设 吾 是 基 求 空间 , 轩 是 甸 的 伴 里 叶 对 惕 室 间 ， 对 


"200. 


任意 fE 生 ,的 情 里 叶 变 换 定义 为 ， 
Ff p= + Fp (EV), 
或 等 价 地 
CPI FOPY) = (2 "(fF, 9). (4.1) 
注意 ; 在 复 基 本 空间 与 复 广义 酒 数 空间 中 ,函数 型 泛 函 f(x*) 
依 公 式 
fo = | fp dr 
运算 ,而 泛 函 & 习 以 数 2 或 测 数 G4w) 依 公式 
uf. m=f: gp = {fp) 
于 是 近 照 疡 (0) = 及 p= 了 "1( 妆 ), 很 里 时 变换 玉 是 空间 罗 内 
傅 里 叶 首 变换 的 邀 算 子 的 苞 斩 算 子 . 
国 此 , 容 间 有 画 上 广义 函数 的 生 里 时 灾 换 是 空间 更 上 上 的 广 尺 晒 
数 ， 例 如 ， 容 间 天 上 广 尽 函数 的 傅 里 叶 变换 是 空间 兽 上 的 广义 画 


数 . 
车 fx) 为 正 期 广 沁 通 闲 ,gto) 是 有 (x) 的 吉 典 的 传 里 叶 变 挤 ， 
而 当 (o) 是 基本 涪 数 wx) 的 傅 里 时 变换 ,出 


dsp) = | fp)dr 


(ve) 


DD 
| .so (| .Fe dr)do 


_ 1 
Coy 


-1 1 
一 一 -一 一 一 一 局 一 YY, 
| Odo = Ta (es 


国 此 ， 我 们 对 广义 函数 的 传 里 叶 变 搁 的 定义 与 古典 的 位 时 时 变 
‘ 2604 


换 一 致 . 可 
由 (2.16) 知 这 里 的 定义 也 与 缓 增 广义 函数 的 定义 -一 致 
在 公式 人 4.1 内 以 中 代替 (7), 以 乡 代 丛 Po)， 能 得 到 着 算 
子 F718) 的 定义 如 下 ; 
C8; $) = COMP lg), PT ). 
因此 有 


(Fig), FB))= (8,$). {4.2) 
§ » < ye 


定理 4.1 若 丰 空间 B 内 (也 在 空间 更 内 ) 定 必 了 微分 运 算 
和 乘 以 变数 * 的 运算 , 则 下 列 公 式 成 立 。 
PD)YF(F) = FLP Ci#)f)), 《4.3) 
~ FIPCD)fFI= P(~ig) Ff), (4,.4) 
证 ， 依 公式 (3.2) 及 (3., 引得 
PEPCORIIY, FOPpY) = C27)* (Pix)F, @) 
= (C2) PC ix pr) dr) = (FO , FLB(C 一 iz) 扩 了 
= (PP, PD Fg) = (PODIFO), FOCp)), 
‘PLPCDDFY, FOp)) = C270" (PD)f, op) 
= 2m", BC -DYp) = CF(f), FEP( — Dy]) | 
= (PO), Plio FP) = (PC(~io) FF), Fl). 0 
作用 算 子 下 ! 于 (4.3) 及 (4.4) 且 以 4 代替 (Of) 得 到 下 列 公 
式 : 
PLPDYgI= Pix)F i(g), 《4.5) 
PDYF (Ee) = FEP (ig) el]. (4,6) 
2.5 函数 的 情 里 叶 疲 措 
宇 第 二 章 内 我 们 已 知 冲 本 区 在 广 交 阴 雪 认 昌吉 重要 地 位 ， 而 
且 它 可 在 任意 基本 空间 内 定义 . 以 前 曾 定 义 妆 ， 
(Sea gp) = Pa. at R'",pED) 
这 里 a) 以 aER" 为 实 参数 .如 时 取 由 解析 国 数组 成 的 基本 空间 


= 261 ， 


事 , 由 可 以 定 父 以 EC" 为 复 参 变数 的 函数 9E(2): 
(Fea PID. (rEC,ED) 
因为 基本 函数 为 解析 的 ,所 届 休 co) 实质 上 是 函数 (bce9) 的 
解析 延 拓 . 这 种 从 已 知 广 习 丁 数 通 过 解析 延 折 定 尺 新 的 广 尽 函数 
的 方法 是 常用 的 (例如 发 散 积 分 的 有 限 部 分 ). 
关于 证 函数 的 信里 时 变 撞 ,成 并 下 列 定理 ， 


定理 4.2 
PFIo)=1, FCO) = (2 "0 {4.7) 
Pem=e"s, Fle®r) = (9m) nen 要 
FOP(D)G6Y = P(—16£), 
FP(liz)6) = (27)"P DY). (4.9) 


证 ，(4.7) 是 (4.8) 的 特殊 情形 ; (4.9) 可 内 雁 (4,7) 及 (4.3)， 
(4. 4 得 出 ， 我 们 及 证 (4.8). 
| CFany Pm) = CNN (On, PY = C2m) np Ch) 


Gn)" | #0 "de 


| 


Hh 


Com" | pO) eia5dE = (es 的 )， 
. RB 


又 , 依 (4.1); 有 
(Ple™™), Flp)) = CON) (em, pp) 


= Gam)* | ere "p(x) dx 
下 


= C2) HR) = (CLAN SY), 

所 以 (4.8) 成 立 。 中 

3.2 上 的 广义 函数 与 情 里 叶 变 换 

定理 4.3 设 了 是 支 集 世 于 (3.5) 所 定义 的 -矩形 G。 , 内 的 分 
布 ; 则 它 的 傅 里 叶 变 换 是 (2Z*) 内 的 函数 型 (go) 泛 函 ， 这 里 hg) 
能 延 拓 为 指数 三 a+8 的 整 函 数 ,而 且 :=0 是 缓 增 的 . 更 准确 地 
说 ， 

4 DZ 。 


[OTEAC tloD el or (A>0,%20). {4.10) 
证 ， 由 第 三 章 定 理 9.8 知 


一 一 13131 了 DY 
‘2 1)» Eos 


这 里 gq 是 连续 画 数 , 而且 对 任意 给 定 的 = (81;…, 28r) 半 0 它 在 
Gs 外 为 0 .由 (3.4) 得 


f= Dio) ho), 


这 里 he(o) = gs 能 延 括 为 满足 不 等 起 
和 (DECoeceomn 
的 整 函数 ， 0 
和 如 果 已 知 史上 广义 函数 的 结构 则 能 用 传 里 时 变换 作为 工具 
发 现 二 上 广义 函数 的 结构 ， 例 如 有 如 下 定理 ， 
定理 4.4 在 Zt9) 内 的 每 个 广义 函数 j 者 是 商 数 型 Flo)， 
即 


于 “p=| ,Pio do, C4.11) 


这 里 (5) 是 整 郊 数 ,而 且 满 足 
IFCOOIEACQ + ol) er". 
反之 是 平凡 的 . 
证 ， 若 EK*(q), 由 第 三 章 定 理 8.3 的 证 明 得 
= (— 1) "Dg, 
这 里 g(x) 是 R* 上 的 连续 函数 , 它 的 支 集 supp8 位 于 Go 的 茶 一 
开 令 域内， 取 pEK(O)= (De ) 而 且 由 (4#,1) 得 
ED F¢=g*: D" (Fy)= ge Polio)"y 


.= sco|| ery” po)do |dx 
EL RR 
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-| Floyptoydoy 
Rn” 


这 里 Fa) = Gio)"|, eg ds. 
令 f=, 册 了 EZ*ca). 了 


8$5 广义 函数 的 卷 积 


1. 和 连续 平移 与 可 微 孚 移 

为 了 研究 广义 函数 的 卷 积 ， 我 们 先 引 进 连 续 平 移 与 可 徽 平 移 
的 概念 . 四 

定 忱 5.1 沙 对 任 苞 点 生 基 *， 算 子 


TH 和 PLX = px + 8£) (5.1) 
觅 面 到 名 内, 而且 当 | 有 < 委 1 时 关于 一 数 有 界 ， 则 称 几 容许 连 坡 
平移 . 
显然 ,车 甸 容许 连续 平移 , 则 它 在 及 * 的 任意 有 界 集 内 关于 到 
一 玛 有 界 ， 本 
定 沁 5.2 车 对 住 闪 吕 = 0， 0 0 ps0Cl<Ts2s 有 
PtH Tp) dP (gp) ch->0), 《5.2) 
By Ox 
则 称 容许 可 微 平移 ， 


显然 ,车 $B 容许 可 微 平移 , 则 @ 容许 连续 平移 ， 

定理 5.1 车 全 是 容许 连续 平移 的 完全 空间 或 这 种 空间 
Gm 的 可 列 并 空间 , 则 对 任意 固定 的 p EB,hm3,p 是 从 R" 到 信 
内 的 连续 映射 . 

证 ， 只 用 证 明 当 上 =0 时 瞻 射 从 sr 的 连续 性 即 可 . 集 
{TP | 51) 是 人鱼 内 的 有 界 集 ,而 且 ( 由 定义 ) 它 属于 某 个 完全 空 
间 双 22( 若 古本 身 是 完全 空间, 则 它 属于 @). 因此 这 个 集 是 相对 紧 
的 ,于 是 只 用 证 明 当 0 时 不 能 有 两 个 不 局 的 极限 元 索 即 可 ， 事 
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实 上 , 若 对 某 个 序列 ,0 时 Tiw9 产 Pos 则 对 每 一 点 *， 
Thmp Xr) = pr+A pt), Ch 0) 
”定理 5.2 鞍 甸 是 容许 连续 平移 的 完 爹 空间 , 则 下 也 容许 可 
微 平移 . 
证 ， 如 时 我 们 证 明 集 
{2 | Wsl | (5.3) 


在 种 内 有 办， 则 证 明 可 目 注 虑 有 >0 时 未 能 有 两 个 不同 的 被 上限 得 
出 ， 因为 对 任意 固定 的 *, 任 一 极限 元 豪 9 在 点 34 必然 重合 于 


pC ， 为 了 证 明 (5.3) 中 的 函数 在 更 内 的 有 异性 , 我们 记 这 些 


9xy | 
沙 数 汉 下 烈 形式， 
的 了 =- Pt da ‘5, 4» 
由 站 


| 


第 j 项 
kf 一 站 ， 0 "+ ) 


对 每 一 个 fy, 当 |#y| 志 1 时 ， 国 数 
dp _ dp(lr+?) 
xy SE 


T# 
是 对 的 元 素 , 而 且 ( 由 定理 5.1) 当 上 在 集 { 引 | #| 所 二 内 变化 时 , 它 
依 下 的 拓扑 连续 变化 , 因此 抽象 积分 ( 抑 第 一 章 36 第 2 段 ) 
[名 
存在 ， 由 它 的 定义 及 第 二 章 5 2 定义 2.1 内 的 性 质 2 推 内 ,对 任意 
固定 的 *ER， 它 的 值 是 (标准 ) 积分 
六 2 


+ 《人 9 ， 


心 ty 
这 里 积分 是 抽象 意义 . 因为 对 于 |s<1, p= :3 属于 有 界 集 妃 
+ 
瑟瑟 ,我 们 可 以 假定 也 是 凸 集 , 对 任意 J 过 1 部 分 和 
1 1 _ 
五 之 Po 加 矶 到 im ei (DA )5= 8, 


因此 ;极限 gs 属于 有 界 集 8. 站 . 
空间 下 (4) 不 容许 可 微 平移 , 天 ,9 和 ZO) 容许 可 微 平移 ， 重 
KK{Mo} 空间 , 当 Ry 去 赂 而 且 满 足 第 二 章 $9 的 性 质 (N;)》 时 , 它 才 
2, 乱 缩 
设备 容许 连续 平移 , 则 对 在 意 1EB*, 函 数 
(frm) Co AF Tp = 6 p(X*+ ES)) 
是 * 的 连续 函数 ,于 是 我 们 引入 下 列 定 义 ; 
定义 5.3 设 志 世 B*, 若 对 任意 PpED， 
foxm =for Tp = ft), p+ EE) ED, 
而 且 有 映射 pro 是 台 内 的 让 连续 欧 射 , 避 pw 一 0tB) 北 话 
fmm——* 0 ), 央 称 fo 同 空间 下 卷 缩 . ' 
由 此 定 久 ,我 们 可 岂 定 义 广 六 半数 和 jo EBD* 的 卷 积 为 
foxfr =iforgp 或 Cforf, pp) = (fo fxp). {5,5» 
这 里 jo#f 显然 是 DB* 的 元 索 . 
现在 的 定义 同 第 三 章 人 9 给 出 的 卷 积 定义 一 致 ， 现 在 的 定义 
当然 更 广 一 些 , 而 且 一 般 说 束 , 次 foxf 存在 , 卷 积 f*j, 却 不 一 定 存 
在 , 困 关 了 可 以 不 辣 外 卷 缩 ,我 们 可 以 把 f0x 天 或 foxP) 设 想 汶 算 子 
jox 作用 于 系 或 9) 惊 ， 当 我 们 取 这 种 观点 时 , 也 称 了 fo 为 关子， 


+ 信奉 丰 = 


如同 任 登 基本 空间 卷 纵 ， 因 为 
Grp = Tm = (0, pt+£)) = pr), 
于 是 6x = 轨 p, 所 以 
Sxf=1,(f ED ), 
5. 郑 积 的 微分 法 


《5 .6)》 


定理 5.3 设 人 @ 容 许可 微 平 移 而 旦 假定 1 辣 锣 卷 绒 ， 则 对 任 
意 吕 = (CD,… ,Dn 的 多 项 式 PC(D) ,P(tD)f 也 辐 息 卷 缩 ， 而 且 有 


POD) Cfoxf) = PAD) Forf = FoxP CD)T. 


{5.7) 


证 ， 若 我 们 对 PC(D) = Dj 证 明了 定理 , 则 逐步 运用 这 个 结果 ， 


就 得 到 对 任意 多 项 式 了 (DD) 的 证 明 ， 任 取 FE 区, 由 于 


可 FE) 
本 半 闻 三 (a, pr +€)) 
可 
= 10, ET) i , 
了 


我 们 取 了 = 天， 则 3 同 0 卷 缩 、 
Ti 


因 海 fox 是 从 轨 到 全 内 的 连续 算 子 , 玻 当 部 = (0， 
0) 上 且 #0 时 
f t+ A — p(X) fx ed 
遇 hs D Gx; 


依 全 的 拓扑 成 立 . : 

仿 和 xz) = 《fxop)tz), 则 上 式 去 边 为 

FT) A) 

. | 人 
因此 杂 妇 是 可 投 胃 数 , 而 且 


已 ， 


9 
Qx] " 


《5.8) 


第 了 项 


"yg hy, 0， 


5.9) 


* BHF + 


汶 在 通过 {5.8) 与 (5.9) 可 证 明 (5.7) 如 全 ， 


(gr TD,p)= -( foxf, 起 
= (hire )= - (1 2 ) 


=- 于 fx 9 )= (fr Fp 让 


重复 运用 这 个 等 式 知 第 二 个 等 式 成 立 ， 癌 理 ， 


量 复 运用 这 个 等 式 知 第 一 个 等 式 也 成 立 . 曲 

利用 卷 积 的 可 徽 竹 定理 ， 我 们 能 证 明 一 类 广 诈 的 卷 缩 一 一 有 
限 弃 函 的 卷 缩 , 

定名 5.4 设 fEg@*,G 为 财 集 .车 对 于 G 的 某 个 开 邻 域 内 为 
零 的 任意 函数 Pp EE, 总 有 下 =0, 则 称 f 被 闭 和 集 避 支 接 。 对 于 分 
布 工 ,支撑 工 的 最 小 闭 集 存 在 ,而且 称 为 工 的 支 集 . 车 汉 函 EY 
被 一 个 紧 集 支撑 , 则 称 陡 为 有 限 泛 函 . 

定理 5.4 设 细 是 包含 C5 作为 稠密 子 集 的 完全 空间 ,而 县 本 
容许 连续 平移 , 则 人 B* 内 的 任意 有 限 证 函 同 下 卷 纵 . 

证 ， 由 第 三 章 $8 末 的 注 , 在 C7 上 


f= Df (5.10) 
这 里 为 是 具有 紧 支 集 的 尖 续 函数 ， 
时 208 ' 


由 泛 函 为 的 定义 知 
fog = AGZZL 
这 里 是 是 包含 1 的 支 介 的 紧 集 ,因此 
frp = | hpr+ £) dE, C5.11) 


现在 我 们 证 明 9 Hp 是 从 有 到 更 内 的 连续 算 子 (注意 ， 
:即使 有 gp 及 forg 对 任意 DED 被 确定 (因为 名 C5), 也 不 能 断 
定 所 是 全 上 的 连续 泛 函 .》 

如 在 定理 5.1 的 证 明 由 一 样 , (5.11) 内 的 积分 订 以 认为 是 下 
烈 抽象 积分 ， 


(yp)A hs) rspdé 《5. 12) 


在 * 的 值 ， 积 分 (5,12) 的 存在 当然 草 洒 form 属于 人 中, 现在 命 
在 有 黑 集 BC 内 变化 ,回忆 积分 (5.12) 的 定义 ( 见 第 一 章 §$ 6 第 2 
段 ) 可 知 1(g) 在 集合 . 
也 后 人 NE | a 和 M|E|} 
内 变化 ， 这 里 曹 = suplfel, R 是 R 的 测度 ， 而 B, 是 包 售 所 有 的 TP 
(有 EB,EEB) 的 有 界 凸 集 ， 因 为 成 是 有 看 集 , fax 映 全 内 的 有 界 
集 到 @ 内 的 有 界 集 ， 取 zx = 0, 而 且 用 第 二 章 82 定 义 2.1 内 厚 的 
性 质 2 推出 和 是 年 上 的 连续 泛 涵 ， 

上 面 我 们 证 明了 每 个 尺 同 多 卷 缩 ， 由 定理 2.§ 得 Do 同 允 
郑 缩 ,注意 到 (5, 10) 两 边 在 上 连续 ,于 是 了 同 多 卷 缩 ，。 时 

注意 , 滞 互 是 C0? 函数 , 则 foxf 是 C" 函数 ,事实 上 , 每 个 fE 
Vx* 都 是 分 布 〈《 由 第 三 章 88 末 的 注 )， 于 是 由 第 三 章 定 理 11.1 印 

定理 5.5( 卷 积 运算 的 连 杜 性 定理 ) 设 亚 是 包含 05 作为 秽 
密 子 集 而 且 容许 连续 平移 的 完全 室 间 。 了 与 片 是 由 紧 集 六 支撑 的 
下 广义 函数 ， 著 片 > 帮 @5， 则 对 任意 &EE@B8, 有 
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六 se 一 >frgt®*y), 
证 ， 不 和 失 一 般 人 性 ,我 们 假定 1=0， 出 第 三 章 ?8 末 的 注 郑 了 与 
i 同 疗 于 茶 个 Ktg)， 应 用 第 三 亲 §8 的 定理 8.5 与 定理 8.8 的 证 
明 , 我 们 得 表达 式 
f; = 2 Degyo 
这 里 与 i 无 关 , 8ja 是 文集 包含 于 某 个 紧 集 R? 内 的 连续 函数 , 且 
是 满足 笨 住 
suplgsa(*)| 0 (i->00)., 《5.13) 
上 述 表 达 式 让 C3 上 成 立 , 出 宗 理 5.4 的 证 明 纤 它 在 用 上 出 正 斑 . 
内 定理 5, 4 的 证 明 与 (5. 7) 式 得 
《 一 1D) | Dr gro 
= jaxD "gp 
=|. Bqte DD ptr+t dE. {5.14) 
这 里 的 积分 取 抽 象 意义 ， 设 pe 则 TD?g 在 有 界 集 内 变化 . 假 
sDpln Cn (1 所 芭 <00)y 
水 用 第 一 章 (6,3) 于 本 章 的 (5. 14) 内 的 积分 ,得 
llD'grrp lia Cmsupler lS) ECnSs——>0 {j= 00), 
因此 Dr'gjexgp 一 0, 于 是 fix9 一 ->0 ()(j->o0), 从 而 对 任意 gE 
VB*, 有 . 
(frxgy p= C8 fp)—>0 {jo0), 
即 fjxg 弱 收 合 于 0。 因 为 多 是 完全 空间 ,记忆 也 强 收 襄 于 0. 0 


= 站。 


86 卷 积 定 理 - 


在 32 的 定理 2.4 中 ,我 们 证 明了 ;EC(3) 时 ,9 与 甸 的 郑 积 
的 伍 里 上 叶 变 搁 等 于 罗 与 和 的 笨 里 叶 变 挤 之 积 .。 定理 2.11 又 推广 
到 EO ,EC(*) 的 稍 形 ， 术 节 把 这 个 结论 进一步 推广 到 较 
一 般 的 情形 . 

定理 8.1 设 人 B 容 许 连 棕 平移 ,而 且 逻 =F8@B， 车 8 EV* 是 并 
兽 Er) 型 广 尺 函数 , 而 且 8(o) 是 到 内 约 葬 子 , 则 f= 了 Fg) 同 人 5 


卷 缩 , 而且 尘 任意 全 人 B* 
Flfxfi) = FC Ff). (6. 1) 
证 ， 我 们 首先 证 明了 同 炙 卷 绕 ， 对 任意 久 竺 男人 今 了 9 = 弟 , 则 
PUTagp)》 = e "yo), (6.2) 
因为 Fp = 乡 获 涵 (220) "=P 如 , 取 pi= Ta9, 测 且 用 (6,2) 得 
(PR)"Tap = Fe "(0o)). (6.3) 


内 (4. 1) 与 (6. 3) 得 


1 1+ “ 
一 了 证 了 一 -一 -一 PF 
=fTrp Co f 《8 er ) 


1 i 好 
看 


一 i ry » 
Ke re Woe 


| 二 ] Fesyy = 五- 一 
WD OP) i CP) = FEB (6.4) 


因为 8 是 多 内 的 乘 子 ,所 以 g¥ EB, 从 而 (6.4) 的 右边 属于 BL 因 
为 硬 与 罗 都 满足 定 交 3.1 的 (4)，jx 和 更 对 于 可 的 连续 性 也 可 由 
《6. 4) 推 直 , 因 还 了 同 盏 辣 绽 ， 用 (6. 4), 得 (6.1) 的 证 有 明 如 下 ; 
CPOf#f), BY = (fxf, FY) = C2 (1 fm) 
= {P(gpB)) = (Ff BB) = (8 Fig). 
现在 我 们 进一步 推广 卷 积 概念 . 
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定义 6.1 设 访 Eg， 洲 对 任意 Ed，fxo 属 手 某 个 空 税 
Bj; 而 且 pojox 是 从 独到 要 | 内 的 连续 映射, 由 称 访 是 从 下 到 
人 Dj 内 的 卷子 ,也 称 广 内 编 年 到 年 ; 内. 
我 们 进一步 定义 fx/ 如 下 ， 
设 人 EB*, 对 任意 EB.*, 定 义 
Cforf, pp) = (frm) CpEm), 
显然 jxf 属于 更 *. 
现在 能 推广 定理 $6.1， 其 证 明 由 定理 61 的 证 明 略 如 修改 即 
全. 
定理 6.1 盆 定 四 及 邓 部 容许 连续 平移 ,而且 了 入 = 更 ,大 攻 : 
= 人 轨 | 设 8EBP* 是 贡 数 和 2) 再 广 尽 图 数 而 且 芭 8 是 从 更 到 
到 内 的 连续 映射 , 则 =F "(8) 是 从 到 全 ,内 的 卷子 , 而 且 对 任 
意 的 EG 有 | 
Pfrf:) 一 Fef) “Pf)., 
这 里 ,由 定义 知 , 对 任意 EB 有 C8: 了 PO) ,9) = (RF(f), 8 
定理 6.2 变更 是 包 售 C3 作为 稠密 子 集 而 且 容 许 和 连续 平移 
的 完全 空间 , 则 对 任意 有 限 汉 阔 了 EB*,， 8gAFI 是 正和 FE) 内 的 
潍 子 ,而 且 
下 (太一 8 (EV) (6.5) 
成 立 , 这 里 84 = 了 fi. 
证 ， 由 定理 58.4,1 同 人 卷 缩 . 设 pEcCs, 则 


Forag) = PU), pr +8)) = oer (fCE), rap(E))ds 
依 条 件 frp = (1(5), p(x+E)) 是 基本 函数 , 所 以 等 式 右 边 的 积分 
能 表示 为 
(FS Nerds), 


而 冰 数 eray 能 认为 是 在 盏 内 取 慎 的 抽象 连续 函数 , 而且 可 在 
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有 界 集 上 积分 (在 其 外 fx = 的， 所 以 此 积分 可 以 认为 是 在 第 一 
章 S6 中 抽象 意 头 下 的 积分 .此 积分 是 菠 内 的 函数 , 而 且 它 这 任 
意 点 的 秆 当 元 岩 wp 由 928) 代 兰 时 《这 可 岂 第 二 章 §$23 中 多 的 
性 质 (2) 及 第 一 章 3 6 的 定义 6,1 推 出) 是 标准 积分 ， 记 

TP) Tp), 


由 C6,2) 得 ” 
Pfrgp) = (HE), eT!" yto)) 
=po (Ee *). {6.6) 
我 们 现在 使 用 下 列 公 束 ， 
(fe) ,et) = FF()). 《6.7) 


此 公式 对 六 数 成 立 { 由 卫 的 定义 ) ,一般 情况 可 由 类 村 式 (5.10), 用 
(5,7) 及 (4. 小 推出 ,由 C6.7) 知 (6. 6) 成立. 
Flfrm)} = aC ~ oo) (PECS). 8. 8) 
当 g 在 @ 内 变化 时 ,(6.8) 的 左边 在 到 内 连续 变化 ， 右 边 能 
推广 为 罗 到 妥 内 的 连 综 算 子 , 国 此 ?是 下 肉 的 滋 子 , 从 而 也 是 
到 * 内 的 乘 子 。 
最 后 我 们 证 有 明 (6. 5)， ， 
CPefsf), B) = (frf, PE) = (C2) (fi fr) 
= (2N)"CF lg fp) = C2 (8 Ff)) 
=(g1(0), 80OP(0)) = (ge g1s). 
类 似 于 傅 里 时 变换 理论 ， 在 广义 函数 论 基 础 上 也 可 以 建立 拉 
普 拉 斯 变换 理论 和 和 关 尔 伯 特 变换 理论 ， 作 为 古 趴 的 相 庶 理论 的 推 
广 ,这 里 从 栈 , 见 参 考 文 献 53， 


* 品 了 中 = 


第 五 章 ”核算 子 与 核 空 间 


本 章 研 究 一 类 重要 的 贼 可 列 范 空间 一 一 核 空间 ， 这 类 空间 联 
系 着 “关于 核 的 定理 *”， 可 以 得 到 许多 具体 空 0 
般 形 式 , 核 空间 在 泛 函 分 析 的 其 他 许多 问题 (例如 拓 扫 线性 空 
上 的 测度 论 ) 中 也 起 着 重要 作用 ， 在 本 章 中 主要 注意 于 一 6, 
而 不 涉及 具体 问题 . 

核 空间 的 定义 与 粮 算 生 有 关 ， 因 此 本 章 先 讨论 紧 算 子 与 希 尔 
但 特 - 施 米 特 (Schmidt) 素 算 子 , 再 讨论 核算 子 , 然后 给 出 核 空间 
概念 ， 为 篇 伴 起 见 , 我 们 只 讨论 希 尔 们 待 室 间 ,而 在 最 后 指出 向 局 
部 凸 核 空间 的 推广 ， 关 于 它 的 应 用 , 参 君 书后 所 列 参 考 文献 51 和 
D2, 


$1 绝对 p 卓 集 与 半 连 续 帅 泛 函 


1. 绝 对 户 凸 集 

定义 1,1 设 卫 是 线性 空间 浆 内 的 点 集 . 车 对 于 内 任意 二 
点 xy 和 任意 二 复数 &, 有 及 0 一 训 委 1 当 [aJP+|BP 所 1 时， 总 有 
ax+ ByEB, 则 称 了 六 纵 对 2 西 集 ， 

才 a>0,B 0, 而且 a +B7=1 时 r+ByEB, 则 称 吾 为 
凸 集 ，p=1 时 ,5 即 汶 上书 集 与 绝对 凸 集 . 

注 ， 在 实 线 性 室 间 内 ， 纺 对 西 集 等 价 于 中 心 对 称 的 凸 集 ， 

定义 1.2 设 和 为数 域 六 上 的 线性 空间 ,了 CX， 包 含 五 的 一 
切 ( 纺 对) 此 集 的 交集 称 为 的 (绝对 ) 凸 包 , 记 为 [EJ] 或 (TE). 

定理 1.1 (1) 潍 扫 和 BB 是 (绝对 } 蕊 集 , 则 4+8 羡 然 ， 
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(2) 车 4 是 (绝对 ) 士 集 ,a 属于 某 一 指标 组 1 则 交集 门 4。 


亦 然 
(3) 车 4 是 (绝对 ) 凸 集 ,2 是 任 一 复数 , 则 %4 亦 然 ， 
《4) 若 妈 是 (绝对 ) 西 集 , 则 4 的 (绝对 ) 凸 包 亦 然 ， 
证 明 留 作 练习 . 
定理 1.2 设 妈 是 非 空 绝 对 凸 集 , 则 
(1) 0 EA 
(2》 当 |al<18 时 ,oa4dCpL 
(3) 涯 1 是 复数 导 = 1,2,…), 则 


> hd) = (E120). 


证 明神 作 练 习 . 

2. 绝 对 证 集 与 凸 泛 孙 的 闫 系 

构造 绝对 西 集 的 简章 方法 是 应 用 绝对 乡 半 范 数 , 为 方便 计 ， 
复习 如 下 ， 

定义 1.35 设 式 是 线性 空间 ,4 是 满足 下 列 条 件 的 实 记 示 ; 

【《 Geax) = |A eC); 

(2) g(r ty) Eq + gy)) 
则 称 8 是 区 上 的 绝对 半 范 数 . 

由 (1) 和 (2) 知 , 0=g(0) 志 q(x) 二 49( 一 2*) =24g(x), 因 上 中 8 总 
是 非 从 的， . . 

注 ， 在 上 述 定 区 中 ， 并 不 假定 刀 对 蕊 内 所 有 的 元 索 都 东 有 了 最 
的 ,可 以 有 p(x*) = oo, 其 中 假定 co + ea= coyco + ee = co 而 且 当 数 
4 关 0 盯 有 8 co=c， 显 然 , 使 证 函 疡 了 到 有 限 值 的 元 索 * 的 全 体 组 
上 成 了 的 线性 子 空间 (一 般 说 来 不 是 闭 的 )。 也 可 以 使 避免 以 无 限 
大 为 倘 , 办 法 是 把 绢 看 成 上 述 钱 性 子 空 间 上 的 证 国 ， 
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由 第 一 章 定理 2.1 知 ， 和 营 设 9 是 线性 空间 区 上 的 绝对 上 半 范 
数 ,r>>0， 则 集 
{* | g(x) 之?} 和 集 {x| 3) 二 7} 
都 是 吸收 的 绝对 乡 西 集 . 
事实 上 ,例如 设 48(xz)<ry 9g()<rsa 和 是 二 复数 ,而 且 1ol? 
+| 有 |jP<1, 则 
g(ar+ py lalg(a) 十: 站 8 人 
< +p). 
本 了 于, 集 人 136)<i 站 是 绝对 耳 四 集 , 男 一 个 证 明 类 似 . 
亢 一 方面 , 在 拓扑 线性 空间 中 , 从 一 个 非 室 . 开 ,. 绝 对 吓 集 4 出 
发 也 能 构造 禄 上 的 凸 泛 函 ( 基 在 定义 1.3 内 将 (627 改 为 ?044 二 
029{Y) A 0). 
由 第 一 章 定理 2.2 的 注 知 , 消 设 4 是 拓扑 线性 空间 各 内 的 非 
室 , 开 .绝对 凸 集 , 则 阅 可 夫 斯 基 证 函 
RACY) = inf {%} (1.1) 
[| 
是 瑟 上 的 上 吓 记 国 , 而 且 
{x | RAx) <T 于 过 CT Hat*) El}, 
3. 下 半 连 继 书 泛 函 
定义 1.4 设 了 号 区 上 的 古 流 了 范 ， 著 对 任 一 xoE 关 和 任 一 实 
数 =>0， 存 在 z 的 驾 域 口 ,使 得 对 任 一 * ED， 总 有 下列 不 等 
式 ， 
攻克 0 一 已 > 
则 称 了 是 下 半 连 总 的 ， 同 理 ， 可 定义 上 半 连 续 的 凸 沁 她. 
定理 1.3 著 西 证 函 捐 是 于 半 连 续 的 , 则 
E=i{x| p(x) <1} 《1.2) 
是 闭 集 . 
证 ， 设 和 和 了 ,因为 对 于 2 的 任 一 邻 域 0, 存 在 x EU，, 使 得 
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por) lB px0) 1 x EE. 0 

定理 1.4 著 绝 对 凸 集 了 是 闭 集 , 出 相应 的 凸 泛 函 ptx) 是 下 
半 连 续 的 ， 

证 :五 的 余 集 辣 全 (71 pi)> 夺 是 开 侍 ,于 是 集 A 人 {fx p(x) 
> 时 也是 开 集 , 其 中 上 是 企 一 实数 . 任 取 *0EX， 则 天 合 p(x) 记 
P(t0) 一 2 的 全 体 * 组 成 开 集 , 它 是 为 的 邻 域 , 所 以 2 人 杂 宇 加 是 下 
兴 逐 继 的 。 0 

定理 1,3 和 定理 1.4 证 明了 在 下 半 连 续 凸 沁 国 乡 人 ) 与 绝对 
目 闭 集 瑟 之 间 存 在 着 双方 单 值 的 对 应 关系。 四 此 推出 ， 若 瑟 为 绝 
对 薄 集 , 则 | ptx) 连续 的 充 要 条 件 为 刁 和 王 : 全 1 人 | P(tx) 关 1} 为 闭 
集 . 

定理 1.5 设 {esf(z)j} 是 拓扑 线性 空间 上 的 下 半 连 续 帅 证 国 
族 , 由 由 竺 式 

p(X) = suplpat*)} 《1,3) 


定义 的 泛 函 p(*) 也 是 下 半 连 绪 的 同 泛 函 ， 
证 ， 令 4 为 对 应 于 泛 轴 加 (z) 的 绝对 凸 的 闭 集 ， 显 然 ,不 等 


式 p(x) 专 1 成 立 的 充 要 条 件 是 xE 门 4。， 然 而 闭 绝 对 由 集 的 交 


集 世 是 闭 绝对 廿 集 ,因此 泛 沙 px) 对 应 于 闭 绝对 凸 集 4 = 门 4， 


从 而 P(*) 是 下 半 连 续 的 是 汉 六 ， 中 

在 第 一 章 中 我 们 已 得 到 下 列 定 悍 : 

定理 1.6 设 忆 是 峰 可 列 范 空间 所 基 内 的 逆 绝 对 尚 柴 . 洪 卫 
又 是 吸收 集 , 则 必 包 含 空 间 外 内 零 的 基 个 邻 域 . 

证 明 参 看 第 一 章 定 理 3. 2. 

定理 1.6 等 价 于 下 而 的 赋 可 列 范 空 间 上 上 的 凸 弃 函 的 定理 . 


地 ”本 章 肉 的 屿 可 列 范 空间 总 假定 是 完备 的 。 
* 277 。 


定理 1.7 设 p (x) 是 赋 可 列 范 室 间 和 上 的 下 半 连 续 凸 证 函 ， 
而 且 在 此 空间 上 处 处 到 有 限 值 , 则 泛 浮 (x*) 必 在 零点 的 荣 个 邻 域 
上 有 界 ， 
证 ， 令 4= {zp(*) 筷 1}， 则 有 妇 为 闭 绝 对 凸 集 .因为 p(x) 寻 
外 取 有 限 什 ,于 是 集 4 是 吸收 的 ,从 而 在 4 内 包含 邻 域 U, 所 以 在 
比邻 域 上 p(x) 志 1， 
此 定理 还 可 推广 如 下 ， 
定理 1.8 设 p(x),… ,pal*)，… 是 赋 可 刚 尝 空间 芋 上 的 下 
尘 连 续 凸 泛 医 序列 ,又 设 
P(X) Po) 和) 3 《1.4) 
而 且 对 于 任 一 点 *, 自 某 个 数 #=n(x) 起 ,pnlx*)} 取 有 限 值 , 则 必 丰 
在 与 * 无 关 的 常数 #0, mw 和 计 , 使 得 当 n>#n 时, 泛 陋 pnt*) 寻 好 
节 有 限 值 ,甚至 对 所 有 有 的 点 * ,不 等 式 | 
pa(3) <M||x||m 《1.5) 
成 你 . 
证 ， 令 如 = {x | pngt)s1], 则 4 是 闭 绝对 凸 集 .同时 ,空间 
天 内 每 一 个 元 素 * 必 属 于 至 少 一 个 形 如 &4s 的 集 导 为 正 整 数 ). 
就 是 说 ,车 如 (z) 是 有 限 值 而 且 pn(x) 志 , 则 xE€kAs, 于 是 有 等 式 
于 = | 品 ka4。 因为 空间 天 不 可 能 分 解 为 可 列 个 芍 朗 集 的 并 ， 
所 以 至 少 有 一 个 集 包 41, 在 空间 天 内 某 个 邻 域内 再 密 ， 那 么 祭 
如, 世 在 不 的 某 个 邻 域内 稠密 .由 于 集 As, 是 闲 的 ， 它 必然 包含 
天 闪 划 个 由 不 等 式 |z- zs<r 确 定 的 球 gm(xom- 因 此， 下 A， 
的 绝对 西 性 , 仿 定 理 1.6 之 证 , 它 世 包含 球 
Sm(r/2) 一 { | xsr721. 


狐 句 话说 ,我 们 证 明了 由 不 等 式 上 lw 专 r/2 推出 不 等 式 pn (x) 才 1: 
由 于 当 ?2 时 有 加 af 有 ptz) 所 以 对 于 一 切 关头 加 和 一 切 x， 
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不 等 式 pntr) 坊 Milzj|m 成 立 , 其 中 人 =2/r， 首 


32 紧 算 子 


除 特 别 声 明 外 ， 今 后 所 考 虐 的 一 切 算 子 类 总 是 由 有 限 秩 或 退 
化 算 子 (即将 全 空间 映 成 有 限 维 字 空 间 的 算 子 ) 空 间 按 这 个 或 那个 
沧 数 完备 化 而 产生 的 .正如 后 曾 定 于 2.5 所 证 ， 每 一 个 有 限 秩 算 
子 用 总 可 以 写成 形式 4= LT, 这 里 了 为 等 距 算 子 ,而 工 为 正定 工 
子 { 即 对 于 一 其 x, 有 (C(x,?) 宇 0， 记 加, 和 rn 为 算 子 了 的 特 
征 值 ; 则 紧 和 党 子 空间 可 以 由 有 有 限 著 算 子 空间 按 范 数 革 = maxh.h 完 


父 化 而 得 .， 另外， 我 们 今后 只 讨论 喘 希 尔 伯 特 空间 到 另 一 个 希 尔 
伯 特 空间 或 映 到 本 鼎 内 的 算 子 . 

定义 2.1 设 芭 和 是 带 尔 怕 特 空间 , 4 是 把 多 映 到 Y 内 的 
线性 算 子 ， 港 4 将 多 内 的 有 界 集 映 成 Y 内 的 相对 紧 集 , 则 称 4 为 
紧 算 子 或 全 连续 算 子 ， 

定理 2,1 紧 算 子 必 有 界 , 从 而 属于 B(X,Y) . 

证 ， 设 4 非 有 界 , 则 存在 序列 {fzs} 二 和 ,使 得 |lxosjl<1， 而 且 对 
于 一 切 # 有 [Axnl| > 加， 于 是 对 于 {x} 的 任 一 子 序 列 {xr,} y 都 和 不 能 
使 序列 {4ans} 改 敛 , 从 而 4 不 是 紧 的 ,矛盾 ， 

定理 2.2 ”4 是 紧 算 子 的 充 变 条 件 是 ，4《 把 每 个 弱 收 化 的 序 
列 旦 成 强 收敛 的 序列 . 

证 ， 必 要 性 ， 设 序列 {xa} 弱 收 敛 于 xo, 而 yr 会 Axs 不 是 强 收 
敏 于 狼 = 4z， 则 必 存 在 > 0 和 无 限 子 序列 #1 过 #5 到 … 反 伏 女 
… 使 不 等 式 

1 一 知人 (2.1) 
成 空 , 于 是 相应 的 子 序列 {xn,} 也 弱 站 敛 , 从 而 依 范 数 有 界 . 因为 4 
是 紧 算 子 ,所 以 集 {Axn,} = {yno} 是 列 紧 的 ,所 以 存在 子 序列 (yn 让 
强 收 化 于 某 一 元 素 , 设 为 ,于 是 它 也 弱 收 仑 于 x5, 即 序列 {Axss} 
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唉 收 侣 于 xz， 降 然 1z 弦 收效 于 xo， 序 列 [Axn} 度 弱 了 政 伍 于 Ar 
三 yoy 从 而 = x0: 所 以 序列 {ys y} 强 收 人 证 于 yo 与 【2.13 式 汉 盾 . 
充分 性 设 4 把 希 尔 伯 特 容 间 式 中 的 民政 笋 序列 映 成 希 尔 伯 


特 空间 Y 中 的 强 收 艇 序列 ，M 是 天 内 的 有 卉 村 代 .由 于 X 基 是 自 反 . 


空间 , 村 是 尺 列 紧 的 ,从 而 加 由 的 任意 元 案 序 列 {xr} 必 有 一 个 弱 收 
合 的 子 序列 {xm). 依 假定 ，{ 4xn} 是 强 收 敏 序列 ， 即 AM 是 列 紧 
- 集 , 所 以 了 是 紧 算 子 ， 

注 ， 定 理 2.2 是 原来 希 尔 伯 特 给 出 的 紧 算 闻 定 义 ， 

定理 2.2 等 价 于 下 面 应 用 方便 的 定理 ; 

定理 2.3 4 是 紧 算 子 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 苹 为 每 一 个 弱 收 
化 于 零点 的 序列 {xa}, 总 有 Axn-> 0 《9 一 co)， 

证 ， 必 要 性 . 设 4 是 紧 算 子 ,由 定理 2.2, 只 须 证 明 对 于 与 内 
的 每 一 个 弱 收 化 于 零点 的 序列 {xn}， 总 有 子 序列 {xm}, 使 得 Ax 
一 0 有 即 可 ， 对 于 上 述 序列 {xs}， 由 于 要 的 紧 性 ， 必 存在 子 序 列 
{zo,} ;使 得 {4xn,} 收 傅 , 设 它 的 极限 是 yp， 因为 {x*n,} 双 收 但 于 零 
点 ,所 外 对 于 每 一 个 和 宇 了 了 出 定理 2, 1,4 的 共 连 算 子 人 存在 ， 而 
且 有 

Cy Arm) 一 【ya Ay, 0) = Cy, 0), 
即 序列 {4xns 红 收效 于 零点 ， 所 以 {Axr,} 的 极限 存在 而 且 等 于 零 
充分 性 ， 设 算 子 4 把 三 肉 的 每 一 个 红 收 敏 于 零点 的 序列 怠 为 

Y 内 了 政 敏 于 霍 点 的 序列 任 取 和 内 的 絮 收 伍 序 列 {t+， 设 它 加 了 政 
阁 于 *, 则 序列 {xs 一 *} 弱 收 人 得 于 零点 ， 由 假设 ,A(xs 一 ?一 0, 所 
已 序列 {4xs} 收 训 R， 由 定理 2,2 知 夺 是 紧 的 . 跻 

紧 算 子 的 性 质 可 综述 为 下 列 定 还 : 

定理 2.4 《1) 紧 算 子 的 线性 组 合 仍 是 紧 的 ， 

《2) 有 界线 性 算 字 与 紧 算 子 的 对 积 仍 是 紧 的 ， 一切 紧 算 子 的 
和 集 组 成 算 子 代数 B(XX,X#) 的 一 个 团 双 边 理 想 
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，(3) 4 是 紧 算 子 的 充 要 条 件 是 A*A 是 紧 的 ; 

(4) 好 是 结算 子 的 充 要 条 任 是 4 是 紧 的 3 

(5) 设 1A44} 是 紧 算 子 序列 ,而 且 lim|| 4 一 全 0, 则 4 也 是 紧 
算 子 . 

证 ; .( 1 ) 和 ( 2)》 可 由 定 尺 直接 推 出 . 紧 算 子 集 的 闲人 性 可 由 (5) 
推出 ;我们 只 证 ( 3), (4 ) 和 (5). 

(3) 车 4 是 紧 算 子 ， 则 由 ( 2)，A*4 也 是 紧 算 子 .有 反之， 变 
A*4 是 紧 算 子 . 和 还 {xw} 是 苹 内 弱 收 钙 于 等 点 的 序列 , 则 由 定理 2.3， 
.Lan 0 于是 

14xall = CAxn, Lea) = CA Axn, Ko) ->0. 
由 定理 2,3 知 4 是 紧 的 . 

C4) 因为 CA*)*A*= AA*, 寺 是 有 4 是 紧 算 子 时 由 ( 2) 和 (3) 得 
4 也 是 紧 算 子 ,从 而 A* 是 紧 算 子 , 有 反之 订 然 ， 

(5》 设 {xs} 是 空间 马 内 绕 收 敏 于 零点 的 序列 , 则 {xa} 有 界 . 设 
lx 中 <C, 由 定理 2.3, 只 用 证 明 4x,.-> 0 即 可 . 

设 给 定 8>>0; 国 为 ds 一- 一 0, 煎 必 存 在 自然 效 m0; 使 得 


_ 中 
le -4l< 均 . 
因 Am, 是 紧 算 子 ,于 是 有 自然 数 叉 ,使 得 sz>>N 时 ,|Am,xal < 


因此 , 当 *>>W 时 ,有 
| .zx 吉 委 | 一 43 十 4rxal<e。 于 

记 一 切 紧 算 子 所 成 的 集 为 只:Y),， 则 有 下 列 结论 ; 

系 B-(XK,Y) 依 范 数 | 41= sup 中 44l| 组 成 一 个 巴 拿 赫 室 
间 ， 

由 共 辑 紧 算 子 基 有 特别 简单 的 结构 .所 谓 自 共 秀 紧 算 子 , 就 是 
对 空间 了 中 的 所 有 元 过 + 和 3 适合 (Ax,Y) = (zy 4 的 紧 算 村 4 .这 
时 可 在 卫 内 选取 标准 正 交 基 {#}, 共 中 向 刀 都 是 扫 的 特征 向 量 , 即 
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Aen= jaeay 侧 且 对 应 于 特征 向 量 ee …，ea， … 的 特征 入 加, 4a， 
"4 都 是 实 的 , 当 nc0 装 , 00. 

友之 ,对 于 标准 正 交 基 {tr}, 当 各 为 实数 而 且 和 一 一 0 时 ,由 
公式 Aen = hnes 给 定 的 算 子 4 必 是 自 共 罗 紧 算 子 . 

著 算 子 4 是 正定 的 , 则 它 的 所 有 特征 值 必然 是 非凡 的 ， 

现在 证 明 , 任 屿 的 (一 般 说 来 ,不 必 是 自 共 斩 的 )》 紧 算 子 仅 与 正 
定 的 紧 算 子 相差 一 个 等 距 算 子 ( 等 虐 算 子 就 是 使 | 入 f= 全 * 1 的 算 
子 U). 揽 句 话说 ,有 下 面 定 理 ， 

定理 2.5 车 4 是 把 空间 XX 陕 到 空间 Y 内 的 紧 算 子 ， 则 它 具 
有 形式 4= UT, 其 中 了 是 从 天 耿 到 自身 的 正定 算 子 , 而 U0 是 从 算 
子 的 值 瑾 歇 到 了 内 的 等 距 算 子 . 这 时 也 称 44 有 标准 分 解 . 

证 ， 孝 察 自 共 郊 算 子 B= A*A, 由 定理 2.4 的 (3) 知 B 是 紧 
算 子 ， 又 因为 对 于 任意 x 马克, 有 

(Br, ry) = (CAAx, x) = (Axr, Ar) 0, . 

人 是 正定 的 . 由 上 述 , 算 子 召 具有 形式 ，Ben= 和 ncr 其 中 {en 

汐 间 及 内 的 标准 正 交 基 ， 册 nsz 人 和 而 瑟 no 现在 引信. 
新 的 算 于 T= BA 它 是 由 等 式 Tes= V 和 nen 定义 的 , 自然 有 了 = 
B， 此 外 ,显然 ,7 是 紧 算 子 而 且 是 正 第 的 ， 

比较 ||4x 上 | 与 Wx 上 | 得 

| 4 外 = (Ax, Ax} = (CAAx, 4) = (Tx, x). 
由 于 算 子 工 是 直 定 的 ; 亲 而 是 自 共 轿 的 ,因此 
(Tix, x)} = CTx, Tx) = ||T*l|?. 

于 是 对 任 一 x€EX,|Ax||=|Txll, 即 4 与 工 等 距 . 现在 对 于 一 切 形 
如 y=YTxrszrE 的 元 素 y ,定义 Uy= Ax, 则 算 子 上 是 等 距 的 。 因 
y= 了 zx, 而 让 Tx]= 4x 所 以 Ax= Uy= UTx 对 一 切 *EX 成 并 ， 
A=UT, 有 

杰 注 章 的 是 , 算 子 1 定义 在 形 如 了 zx 的 元 束 所 成 之 集 上 , 即 在 
算 子 工 的 值 鹉 上 ,由 等 距 性 ,我们 可 以 把 它 延 拓 到 这 个 值 域 的 财 包 
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上 。 示 难 罩 出 , 这 个 闭 包 是 外 内 由 对 应 于 算 子 7 了 的 非 零 竺 征 值 2 
的 特征 应 量 es 所 张 成 的 闭 子 空间 ， 

定理 2.5 使 我 们 能 给 出 紧 算 子 (一 般 说 来 是 非 自 共 加 的 ?的 用 
何 描述 ， 设 4 =UT 为 紧 算 子 ,，{en} 是 正定 算 子 也 的 正 交 特征 问 
量 , 而 4 六 0 为 相应 的 特征 值 . 考察 空 疝 瑟 内 的 球面 | 旭 = 1，, 算 子 
把 这 个 球面 映 成 糊 球 画 , 它 的 主轴 沿 向 量 ec， …，ery， 和 的 方 
启 , 尝 主轴 和 的 长 为 加 > 所 2 " » Ns 机 ， 算 子 吾 把 这 个 杭 球 向 上 映 到 室 
间 Y 内 , 缩 昌 得 到 空间 Y 的 村, 的 主轴 量 hs = Uen 的 
方向 ,而 半 主 轴 的 长 介 然 是 Mn， 又 因为 当 站 一 co 有 时 和 o>0 ,所 以 这 
个 亲人 而 的 半 主 轴 的 长 二 零 ， | 

友之, 任 一 算 子 A 若 将 球 盏 x1 =1 映 成 要 球面 而 旦 六 主轴 之 
长 趋 于 ? ,由 4 必 是 紧 算 子 . 

最 简单 的 世 算 子 是 形 如 (xz) = 和 22)8 的 算 子 声 ， 其 中 和 天 
为 轩 定 的 单 们 向量, 而 2 为 定数 ， 这 个 算 子 将 全 空间 揣 为 一 维 罕 
闻 ， 不 滩 证 明 , 任 一 紧 算 子 部 可 以 用 这 些 鼻子 的 和 来 逼近 , 邵 下 列 
定理 成 这 ， 

定理 2.6 4 为 紧 算 子 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任 一 x 抵 全 ， 


Ax = Sa rs en) ha, (2.2) 


这 里 en( 相 应 地 加 ) 为 空间 (相应 地 空间 Y) 内 的 标准 正 交 疝 量 
基 , 和 4 这 0(#=1,2,…) 而 有 Hm 和 =0， 

证 ， 必 要 性 ， 由 定理 2.3, 4=UT， 令 6s 为 算 子 T 的 特征 向 
量 , 即 Ter= jsen,Uen= ha， 对 任 一 *EX, 将 x 按 算 子 工 的 特征 向 
量 {ew} 展 开 得 


上] 
We 
X= Fen)en, 
Hsel 
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于 是 Ar=UTx=U (Dhaene,en)) 


wl 


= SrAn(x, en ha, 


下 边 证 明 等 式 (2.2) 内 的 级 数 依 算 子 范 数 收 证 , 即 由 公式 

A = Dire en) bo 
”定义 的 算 子 4; 依 范 数 收 化 于 算 子 4. 置 和 zi = 1 人 国 向 量 列 {4s} 是 
标准 正 交 的 , 故 有 


l(a- ADz= Dh, ea) 


AL Dlr,en) PE Ar? = 


这 里 .4 表示 Akris™™" ,X44o… 中 的 最 大 信 . 
由 .上 不 等 式 得 


(A- As)= sap A- An)sleh. 
然而 有 lim 4s= 0, 故 有 
Liml 4 -410 
充分 性 ， 设 (2.2) 式 成 立 ， 令 


站 
人 宇 DD halx, En)hn, 


了 到 二 


则 4; 将 空间 天 映 成 空间 Y 内 的 有 限 维 子 室 间 , 所 以 它们 是 紧 算 
子 ， 又 由 必要 性 的 证 明知 limA, 一 们 肝 
Lim| 一 好 叶 | 一 人 
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由 定理 2.4 知 4 是 紧 算 子 ， 站 
显然 ,对 于 形 如 (2.2) 式 的 算 子 4, 数 %s 总 是 分 解 式 4= DT 
内 正定 算 子 了 的 特征 向 量 ,而 向 量 如 为 形 如 Ue 的 向 量 ， 
我 们 已 顺便 证 明了 下 列 命题 ， 任 一 紧 算 予 都 是 收 伍 于 它 的 一 
列 退 化 算 子 的 极限 ， 同 此 ,我 们 证 明了 紧 算 子 空间 和 由 退化 算 子 
所 成 的 集 按 范 数 1 A 的 完备 化 是 一 致 的 . 


§ 3 着 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 


在 分 析 的 许多 问题 中 ， 如 果 只 要 求 在 紧 算 子 4 的 分 解 式 A = 
UT 中 出 现 算 子 了 的 特征 值 %% 东 于 0 是 太 弱 了 , 必须 对 特征 值 的 
下 降 速 度 提 出 更 强 的 要 求 .满足 这 种 条 件 的 最 常用 的 一 种 算 子 类 ， 
就 是 希 尔 从 特 - 施 米 特 型 算 子 类 ,， 它 不 仅 要 求 ;+ 一 0(w->o0) ;而 县 


要 求人 <co。 


用 到 了 


定义 5.1 著 对 于 紧 算 予 4 =UT, 由 算 子 工 的 特征 信和 平方 组 
成 的 级 数 了 44 收 化 , 则 称 算 子 4 是 着 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 了 于 , 位 


称 H-S 型 算 子 , 
用 几何 语言 叙述 , 即 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 了 于 将 球面 上 xj =1 喘 
成 其 球 徊 ,但 装 主 轴 之 长 的 平方 组 成 收 伍 级 数 . 
定理 3.1 设 四 和 了 都 是 希 尔 介 特 空 间 , 则 4 是 从 XX 宰 Y 内 
的 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 的 充 要 条 件 是 它 可 以 表示 成 下 列 形 式 : 
Ax= Dibhn(x, cn) hs, (3.1) 


这 里 {ea} 和 {4a} 依次 为 硅 , 了 内 的 标准 正 交 基 , 4s 宕 0, 而 且 使 级 


-和 了 和 | 四 


数 立 和 3 收 化 


证 ， 必 型 柱 . 设 4 为 锅 尔 伯 特 - 施 米 特 型 个子 , 则 4 为 紧 算 子 ， 
从 而 可 以 表示 成 下 列 级 数 形式 


.yx 一 DS AsCx, en) hn, 


n=1 


这 时 {加} 是 出 现在 分 解 式 A4= UT 中 正 完 算 子 的 特征 值 因为 4 
是 希 尔 值 特 - 施 米 特 型 ,所 以 级 数 了 >} 收 合 . 


充分 件 ， 设 算 子 4 能 表示 成 (3.1) 的 形式 ,而 且 级 数 避 各 收 
伍 , 则 lim 和 = 0, 因而 4 是 紧 算 子 ,而且 数 hn(#=1,2,…) 是 出 现 
于 分 解 式 4=UT 中 正定 算 子 的 特征 值 ， 由 假设 , 级 数 了 1%: 收 


化 ,所 以 4 是 希 尔 伯 特 -~ 施 米 特 型 算 子 .。 0 


定理 3.2 算 子 4 是 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 的 充 要 条 件 是 ; 
对 于 空间 天 内 的 一 个 标准 正 交 其 fxe}, 级 数 


> 1 Axl {3.2) 


收 敏 , 这 时 称 级 数 的 和 的 平方 根 为 4 的 着 尔 伯 特 - 稚 米 特 苑 数 ， 记 
为 Al;. 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 需要 下 面 两 个 引 理 . 
”天 理 1 设 4 是 映 希 尔 伯 煌 空 间 X 到 希 尔 伯 特 空间 Y 内 的 算 
子 ,{xs} 是 内 的 基 一 个 称 准 正 交 基 , 而 且 级 数 (3.2) 收 合 , 则 对 于 


入 内 任意 别 的 正 交 基 {yu}, 级 数 了 Ay 由: 收 贫 , 而 且 等 式 
证 到 二 
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Bla Slay (3.3) 


成 立 , 于 是 范 数 | 好 中 与 天 内 标准 正 交 其 的 选取 无 关 : 
证 ， 在 空间 了 内 任 取 标准 正 交 基 {zs}, 则 


|Axsll = 1( An 1) 并 = 之 | (xny Atz2)|’, 


国王 Me- 3 Blom Aen)p 


幅 三 是 业 己 


= D3 Ss, Arze) l= Za 


志 四 了 笠 二 1 
， 辐 理 ， DAyolF = SNA zt. 
Rm 和 el 


所 以 等 式 (3, 引 成 立 ， 趾 
引 还 ? 洪 对 于 空间 外 内 的 某 一 个 标准 正 交 基 {x»}, 级 数 


pl 
证 ， 任 到 空间 Y 内 的 标准 正 交 基 {sn}, 则 对 二 任意 *EX， 
IA) = TAs, 20) = Ss, Arss)P 


<|iclE DAsn l= lel 2 1AxnlP, 
-| 卫 守 1 


因此 4xl*<<x 上 4 胆 ， 由 此 团 出 
all= sup lAxllsliAls. 0 


现在 来 证 明定 理 3.2. 
必要 性 ， 设 4 是 希 尔 伯 畦 - 施 米 特 漠 算 子 , 则 级 数 入! 收 化， 


五 二 1 
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这 里 {4} 为 分 解 式 4= UT 内 正定 算 子 工 的 特征 值 , 念 {e} 为 空间 
并 让 的 标准 正 交 基 而 卫 是 到 了 的 特征 向 量 组 成 的 ， 由 于 4 可 = 
Tw, 所 以 4n=|Tenll = 4el ,于 是 级 数 


SlealP = > 
收 合 .但 由 引 弄 1 知 ， 当 任 取 空间 X 内 的 标准 正 交 基 {x} 时 ,级 数 


Ze" 政策 


充分 性 ， 只 要 证 明 A4 是 紧 党 子 即 可 .事实 上 ,车 4A 为 紧 算 子 ， 
则 有 分 解 式 4= UT 而 由 引 理 1 , 当 {es} 为 算 子 了 的 标准 正 交 向 


量 基 时 ， 级 数 He 中 收 策 ， 轩 为 和 = 4enib 所 以 级 数 立 )%3 收 


效 ， 下 边 我 们 就 来 证 明 4 是 紧 算 子 .为 此 , 定义 退化 算 子 4 如 
下 : 


-wy 1 了 
0 > 


Wm lA ANA -Arle D(A -Arsen = 之 ;dx 
msl 也 下 想 十】 


了 一 | 


由 充分 性 假设 知 liml|4 一 44l|=0, 因此 4 是 一 列 退 化 算 子 后 按 


算 子 范 数 收敛 的 极限 ， 因 为 退化 算 子 是 紧 算 子 , 由 定理 2.5 的 (5) 
知 巡 也 是 紧 算 子 . 

由 定理 3.2 我 们 可 以 给 出 希 尔 伯 转 - 施 米 特 型 算 子 的 另 一 定 
义 如 下 : 

定义 35.2 设 秆 和 Y 是 希 尔 伯 特 空间 ,A 是 映 空 间 六 到 空间 Y 
内 的 有 界线 性 算 子 .车 存在 空间 铸 内 的 标准 正 交 基 {*s}, 使 得 级 


数 本 4 收 敏 , 则 称 算 子 4 为 项 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 .， 
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下 边 , 我 们 叙述 希 尔 作 特 - 施 米 转 型 算 子 的 一 些 初等 性 质 . 

定理 3.3 (1) 希 尔 伯 特 - 施 米 特 弄 算 子 4 的 共 圈 算 子 4 中 
是 此 类 型 算 子 ， 

(2) 设 巡 是 连续 线性 算 子 ， 忠 是 希 尔 怕 特 - 施 米 特 型 算 子 ， 弄 
乘积 48 与 B4 都 是 希 尔 折 特 - 施 米 特 型 算 子 ， 而 且 有 143l*< 
上 48h 特别 , 尘 有 4 也 蚌 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 , 则 有 4B1, 专 
人 | 好 |s 召 1， 

证 ，(1》 出 定理 3.2 的 引 至 1 的 证 明 中 

Ze = YAz 


即 人知. 

(2) 对 空间 钱 内 的 任意 标准 于 交 鞍 {xa} 有 

lABenl* < AP 2 lBrrl’. 

由 于 8 是 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 , 所 以 不 等 式 右边 级 数 收 伍 , 从 
而 左边 的 级 数 也 收 化 而且 有 上 4; 地 14 败 间 ;， 和 车 :4 也 是 希 尔 
怕 特 - 施 米 特 型 算 子 ， 则 由 引 理 2 ,4l 志 | 上 Al， 所 以 431, 专 
IslBl|:， 训 由 BA= (CA*B*)*, 由 (1) 知 B* 是 希 尔 伯 畦 - 施 米 特 
型 算 子 ,于 是 由 上 面 证 明知 4*B* 也 是 此 类 型 算 子 ， 再 由 性 质 (1) 
即 知 34 是 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 . 中 

定理 3.4 全 体 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 组 成 的 集 记 为 HS， 
则 它 关 于 希 尔 伯 特 - 施 米 特 范 数组 成 一 个 巴 拿 持 代数 ， 

证 ， 吕 然 , HS 是 线性 空间 . 若 4EHS,4 是 数 ， 则 [4Al, = 
1 让 ， 由 定理 3.2 之 引 理 1 的 证 明和 阅 可 夫 斯 基 不 等 式 , 有 


~ 172 
| +Bl,= | DNA+ mmozo| 
1 k=1 - 
<| > [Ara zl | + > [Bev | 
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= + Bl;. 
于 是 ,由 定理 3,3 知 HS 构成 峰 范 代数 ， 为 了 完成 证 明 , 只 用 证 明 
HS 依 希 尔 伯 特 - 施 米 特 范 数 | -| 成 为 完备 空间 即 可 . 

设 {44} 为 HS 内 关于 外 册 的 柯 西 序列 ,由 定理 3.2 之 引 理 2 ， 
{4} 关 于 有 办 竹子 的 范 数 | 上 也 是 柯 西 序列 , 于 是 存在 有 界 算 子 
4 使 得 

lim A 4 = 


因为 序列 仲 4s|s} 也 是 宁 西 序列 ,于 是 有 上 界 , 即 存在 常数 主 , 使 得 


DlAnral:<M (Ym), 


划 到 二 


SAnzol: EM CVm), 


[i 


从 而 14o 上 = 4oxnl? 政 敏 , 即 4,EHS， 又 对 于 自然 数 N, 任 取 
入 = 
efT 则 有 二 18) 使 得 bp 人 人 8) 时 有 jd 一 不过 2， 于 十 


> | ‘440 一 ~ Awol = im PAs Any xnll? 


no 


<limlAs 一 nn， 


从 而 当 坟 充分 大 时 有 40 一 Amlls<e。 唱 

系 ”空间 HS 是 希 尔 伯 特 空间 一 切 有 界线 性 算 子 所 组 成 的 马 
拿 赫 代数 的 双边 理想 . 

证 ， 由 定理 的 证 明和 定理 3.3 知 五 8 是 中 (XY) 的 巴 拿 赫 子 
代数 ,也 是 双边 理想 . 中 

定理 3,5 HS 是 希 尔 伯 特 空间 . 

钙 ， 设 4 和 号 都 是 希 尔 值 特 - 施 米 特 型 算 子 ,定义 内 积 为 
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(CA,B)= > Ars, Bxn), 


这 里 {wo} 为 内 的 标准 正 交 基 , 则 易 知 CA,B) 是 内 积 ,而 且 i| A | 
= {4 ,4A) ,因此 HS 是 希 尔 伯 特 空间 . 嘎 

因为 每 一 个 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 是 一 列 退 化 算 子 按 范 数 
中 :的 极限 (参看 定理 3.2 之 证 ), 于 是 一 急 退 化 算 子 之 集 症 室 阅 
HS 内 稠密 ， 由 于 空间 HS 是 完备 的 ; 故 它 是 一 切 退 化 算 字 之 集 按 
范 数 上 ，|l; 的 完备 化 ， 

关于 希 录 怕 竺 -~ 施 米 特 和 型 算 子 的 进一步 研究 ,可 参看 后 面 参 考 
文献 37 和 50， 
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1. 核算 子 概念 
核算 子 比 希 尔 怕 特 - 施 米 特 型 算 子 具有 更 强 的 条 人 性. 
定义 4.1 设 人 4 为 紧 算 子 . 若 册 分 解 式 4= ET 审 算 子 了 的 特 


征 值 组 成 的 胃 数 之 ,hn 收 化 ,由 称 .A 为 楼 苗子 . 


由 级 数 44 的 政 钙 性 可 推出 级 数 hs 的 收 化 神 , 因 此 一 切 


核算 子 都 是 希 尔 折 特 - 施 米 特 型 算 子 . 

核算 子 的 几何 意义 是 ， 算 子 4 将 空间 区 内 的 球面 | * 上 = 1 映 
成 空间 Y 的 箭 球面 ,而 且 它 的 半 主 轴 之 长 组 成 收敛 级 数 ， 

定理 4.1 4 为 核算 子 的 充 要 条 件 是 4 可 以 表示 为 下 列 形 
式 : 


Ax= FINnCxs es) hr, 《4. 1) 
习 = 了】 
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这 里 {enj 和 1 依次 为 空间 和 和 空间 Y 内 的 标准 正 交 基 , hn 之 0， 
而 且 级 数 ho。 收 伍 


本 二 上 上 


证 ， 出 定义 和 定理 3.6 即 知 定理 成 立 ， 0 

对 于 正定 党 于 米 说 ， 核算 子 慨 念 与 只有 有 限 迹 算 子 的 概 人 是 
一 致 的 ， 

定义 4,2 设 4 是 希 尔 伯 特 空间 关内 的 正定 算 子 . 知 对 于 空 


闻 蕊 内 的 任意 标准 正 交 基 {xw}， 级 数 SCdzy xn) 收 伍 ， 则 称 有 4 是 


具有 有 限 迹 的 算 闻 . 

定理 4.2 ” 紧 的 正定 锋 子 4 为 核算 子 的 完 要 条 件 是 ， 它 其 有 
有 限 迹 , 

证 ， 必 要 性 ， 设 4 为 正定 核算 子 ， 令 42zes = V ae 这 里 j， 
为 算 子 4 的 特征 值 ,而 6: 为 相应 的 特征 商量 ， 因 为 


Avenlp = Ds, Cd.2) 


全 = 


所 以 A1? 是 希 尔 伯 特 -~ 施 米 特 昼 算 子 ,因此 ,对 于 任意 标准 正 交 类 
{xr:y 等 式 


Ela = Bla = Dh 


成 立 。 又 由 于 算 子 4 的 避 共 入 十, 我 们 得 


SNA = 全 (Alex 
及 = 了 如 = 了 
= 之 (<4xnszn)， 


召 品 下 
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沽 此 对 二 空间 XX 内 的 任意 正 交 基 , 等 式 
Dr Dm 


成 立 , 即 算 子 4 其 有 有 有限 迹 . 
充分 人 性. 设 4 是 具有 有 限 还 的 紧 正 定 算 字 .在 空间 多 内 取 由 
算 子 4 的 特征 向 量 组 成 的 标准 正 交 基 {es}, 则 有 等 式 


Ss 一 SAen, es) oo. 
下 和 n=c1 


于 是 , 4 是 核算 子 . 由 

陛 ”任意 核算 子 是 等 距 算 予 与 具有 有 限 迹 的 正定 算 子 的 乘 
积 ,反之 显然 成 立 . 

定理 4.5 算 子 9 为 核算 子 的 充 要 条 件 是 ， 它 可 以 者 未 为 两 
个 希 尔 伯 特 - 施 洲 将 型 算 子 4 和 二 的 科 积 ， 

”证 ， 先 设 算 子 将 空间 XX 了 映 到 空间 Y 内 ， 而 算 子 4 将 空间 Y 
映 到 空间 2 内 .又 令 48= UT, 即 算 子 48B 分 解 成 作用 于 空间 XX 内 
的 正定 算 子 TT 和 骨 算 子 荆 的 值 域 到 空间 Z 内 的 等 距 算 子 吕 的 剩 
积 ， 在 空间 XX 内 ， 册 算 予 了 的 特征 向 量 组 成 的 标准 正 交 蒜 记 为 
fenj,Tes = haen(z = 1,2,…)， 又 用 {hn} 表示 空间 2 内 由 向 量 加 = 
De 组 成 的 标准 正 交 基 , 则 当 和 1. 丰 0 时 ,有 不 等 式 

入 mn 二 {Ten, cn} = (UTen, Uen) 
= (ABes, hn) = (Ben, A*hs) 


< Be +l Ah). (4.3) 
现在 来 证 明定 理 . 若 4 和 有 是 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 , 则 级 
数 立 Be 和 书目 4*6o 扩 收 化 ， 由 不 等 式 (4.3) 细 级 数 了 Xo 也 


收 化 ;因此 4B 是 核算 子 . 
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反之 , 设 3 为 核算 子 , 令 8= UT 为 它 按 正 定 算 子 与 等 距 算 子 
巧 积 的 分 解 , 则 由 定理 4.2 必要 性 之 证 , 算 子 TI 是 希 尔 伯 特 - 施 
米 特 型 算 子 .又 由 于 


SY UT?esdp = BIT?, 
R=1 时 三 二 


故 算 子 GE? 也 是 希 尔 折 特 - 施 米 特 型 算 子 中， 然而 3= (U1) 
“了 T 所 以 算 子 3 是 两 个 希 尔 伯 竺 - 施 米 特 型 算 子 的 乘积 . 唱 

系 1 核算 子 4 的 共 辑 算 子 4* 是 核算 子 . 

证 ， 车 4=0T12738, 则 A* =TH2CUTIA2)*, 而 算 子 UT)* 
作为 希 尔 伯 转 - 施 米 特 型 算 子 UT' 的 共 辆 算 子 也 是 此 类 型 的 , 因 
此 A* 是 核算 子 ，、 日 

系 2 有 界线 体 算 子 4 与 核算 子 卫 的 乘积 483 和 BA 部 是 核 
算 子 . 

证 ， 令 B=UT12712, 这 里 VT12 和 TI1? 都 是 希 尔 伯 特 - 施 米 
特 型 算 子 ,因为 4U0T' 也 是 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 ,从 而 48B = 
CAUTH*)TW? 是 两 个 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 的 乘积 ,所 以 4 为 
核算 子 ， 

又 因 B4 = (A*+B*)*, 所 BA B44 也 是 核算 子 。 [ 

定理 4.4 算 子 4 成 为 核算 子 的 充 要 人 条件 是 : 对 于 空间 半 内 


某 一 个 标准 正 交 基 {z}, 级 数 24zxv| 收 伍 ， 


如 至 二 


证 ， 充 分 性 ， 设 {ze} 是 空间 XX 内 的 标准 正 交 基 , 而 且 级 数 
号 4tl 收 伊 , 则 级 数 4x 也 收 化 ,因此 , 算 子 4 是 希 尔 伯 


中 算 子 如 定义 在 算 于 ?的 值 域 的 包 上 .容易 君 出 ,这 十 包 和 算 于 '' 的 但 域 的 
和 包 一 到 .上 述 两 种 情况 廊 诗 到 的 于 空间 ;都 臣 由 相应 于 非 零 利和 。 的 向 其 记 张 成 的 子 空 
间 , 因 此 算 子 BFZ0 + 有 意义 。 
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特 - 施 米 特 型 算 子 , 从 而 4 是 紧 算 子 , 于 是 算 子 4 可 以 表示 成 分 解 
式 4= DT， 因为 |zs||= 1, 而 算 子 立 在 算 子 了 的 值 域 上 是 等 虐 的 ， 
所 以 不 等 式 

(Tes, so IT x =||UTxd| =||Azxol] 


成 立 ,于 是 由 级 数 Dla 的 收 敏 性 得 到 级 数 了 CTxw, xu) 的 收 


煞 性 .再 由 定理 4.2 知 44 是 核算 子 . 
必要 性 设 妈 = 1 为 核算 子 , 取 空 间 X 内 由 算 于 了 的 特征 向 
量 {ea} 组 成 的 标 淮 正 交 基 , 则 有 等 式 


Saon = TNTedl= Da. 
所 以 级 数 六 "|4ed| 收 伍 ， 


注意 ， 由 算 子 4 的 核 性 并 不 能 导出 级 数 立 | 4zill 对 于 空间 天 
内 所 有 标准 正 交 基 的 收 伍 性 ,例如 
鲍 4.1 设 区 为 使 模 的 平方 和 jxof 收 化 的 序列 x = (zy 


53xwi 组 成 的 希 尔 伯 特 空间 , 考察 式 内 的 向 量 知 = (1,1/2,…， 
1/#,…)， 用 P 了 表示 由 空间 多 到 向 量 m 张 成 的 子 空 间 上 的 投 影 算 
也 ,因为 算 子 声 将 空间 斑 映 成 一 维 空间 ,所 以 它 是 核算 子 . 
向 量 es = (0,…, 0, 1, 0,'…) (1 在 第 # 位 ) 组 成 标准 正 交 基 
{en); 算 子 卫 将 向 量 e 映 成 
Pes= (ens xo) zo/||2oll = xof Cn|| zol ) . 


但 级 数 忆 Peall = 六 发 做 ， 因此 车 有 4 为 核算 子 ,Les} 汶 空间 六 
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内 的 标准 王 交 基 ， 则 级 数 14enl[ 可 能 发 数 . 


2. 祸 算 子 空间 : 

现在 ,我 们 研究 所 有 核算 子 的 集 . 我 们 将 证 明 所 有 楼 算 子 组 成 
线性 空间 ,而 且 这 个 室 间 是 退化 算 子 空间 按 某 种 范 数 (所谓 迹 范 
数 ) 的 完备 化 ,为 此 先 证 明 下 列 定 列 ， 

定理 4.5 设 4 是 将 希 尔 伯 特 空间 处 映 到 答 尔 伯 特 空间 内 
的 核算 子 , 出 它 具有 形式 ， 


sup DY Axn, yn) = Dh, 《人 
R= | 


这 里 因为 出 现在 分 解 式 4=UT 中 正定 算 子 了 的 特征 值 ， 而 上 确 
界 是 对 于 室 涪 藉 和 YY 内 所 有 标准 正 交 向 呈 系 {xs} 和 {yn} 取 的 . 
证 ， 用 {es} 家 示 空 间 允 内 算 子 工 的 煌 应 于 和 专 的 所 有 特征 
向 量 组 成 的 标准 正 交 系 , 记 Ues 为 hss 则 
一 CT en, em) = (UTen, Uersy = Cden, hyn), 


因而 Sden, bn) 一 Dn 
因为 {en} 和 {9} 依次 是 和 YY 内 的 巾 准 正 交 系 ,所 以 。 .，、 
Sars BAsn, yo), .5) 
下 面 证 明 相反 的 不 等 式 ， 任 取 室 间 X 和 Y 内 的 标准 正 交 疝 量 
系 fxs} 和 {ys}, 我们 来 入 计 级 数 1Axas yj)1， 因 为 算 字 4 将 算 
子 了 的 相应 于 特征 值 零 的 特征 雇 景 映射 成 零 ,所 以 


CAxn, yn) 一 > {Xns Ex) 《es Yn 
二 一 1 


a 迪 全 日 


之 Dh Cre, ok) {Ues, ys 时 


身 和 1 


这 里 {er} 为 由 算 子 工 的 相 庶 于 hn 志 0 的 特征 向 量 组 成 的 标准 正 交 
系 , 因此 


Axs, yd) ES) Ds rn ex) CUer, yr)| 


n=1k=] 
<>5 Si Crns Pe)] + | CUer, yn)|*}., 
因为 {x#} 和 全 中 依 深 为 空间 多 各 了 内 的 标准 正 交 系 , 所 以 有 


Sy lxa, en) sllesl|:= 1 


和 Sher, yhUed: =1. 
于 是 DCAxss yn) | 所 hs 
a=o 1 二 = 
从 而 sup > Arr, yn) |e > hs, C4.6) 


由 C4,5) 和 (4,6) 知 (4, 4 成立， 日 
由 此 立刻 知道 楼 算 子 组 成 线性 空间 .事实 上 ,只 要 证 明 两 个 核 
算 子 的 和 也 是 核算 子 ,而 这 个 命题 可 由 下 列 不 等 式 


sup D> CA+ Bras yn)| 


mL 一 


所 SUP > 《xn ye) + sup > 1 (Brns ys] 


办 下 1 
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立刻 得 出 ， 
在 核算 子 空间 中 ,可 以 引进 范 数 如 下 令 


| A = sup 2 CAxn, yn)|y 4.7) 


这 里 上 确 界 是 对 于 空间 了 和 空间 了 内 所 有 标准 下 交 向 量 系 取 的 . 
由 于 4 是 核算 子 ,|| 4 小 为 非 负 实数 ,由 定义 和 (4.7) 容 易 验 证 ， 对 
于 范 数 上: 由 ,有 

14+ BA + Bl 


和 z 44h = 
成 立 ,于 是 | .||, 满足 范 数 公 理 ， 由 定理 4.5 知 范 数 
A = Dh, 


即 出 现 于 核算 子 4 的 分 解 式 4=VT 中 正定 算 子 了 的 迹 , 因此 , 范 
数 | 4 下 称 为 迹 范 数 . 

注 ， 不 仪 吓 迹 范 数 , 希 尔 伯 特 - 施 米 特 范 数 上 4, 与 范 数 |i4 1 
都 可 以 用 出 现 于 分 解 式 4=UT 内 算 子 工 的 特征 值 ,来 表达 , 即 
其 有 等 式 


Al = suphn, 有 4 = Dhns 
[3 pe 


al (Ba) 
这 三 种 范 数 由 不 等 式 上 4 有志 4 所 | 4 联系 卷 ， 事实 上 ， 不 等 


式 | 上 4 (| 乏 l|41l; 已 在 定理 3.2 的 引 理 2 内 证 月 ,而 不 等 式 ‖4 小 私 
4 出 入 宕 0 和 不 等 式 
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推出 ， 

这 三 种 范 数 都 是 等 距 不 变 的 , 即 对 于 算 子 4,54 和 ADU, 这些 
范 数 一 致 ,这 里 VU 是 等 距 算 子 . 

可 以 写 出 算 子 T 的 特征 值 的 所 有 函数 人 1, 和,…，%s)， 它们 
使 等 式 

| 4 [= 了, A "As, A=UT 

给 出 退化 算 子 空间 上 等 距 不 变 的 范 数 , 即 1 为, 入,…， 入 ) 应 该 是 
正 的 一 级 齐 次 函数 ,关于 为, 加,…, hs 是 对 称 的 而 且 对 于 所 有 变 元 
将 此 函数 延 折 后 成 为 # 维 空间 上 的 西 函 站 ,我 们 所 考察 的 sup2， 


> 和 了 加 者 适合 这 些 条 件 
定理 4.1 证 明了 任意 核算 子 4= UT 可 以 写成 形式 ， 

AX = tr 如 站 下 
这 里 {er]} 为 算 子 并 的 特征 向 量 组 成 的 空间 到 的 标准 正 交 基 , 因为 
相应 的 特征 值 ,而 后 = Uc, 和 之 0， 级 数 了 > 加 收 化 ， 于 是 由 定理 
4.5 得 

A- A = bp» es 
这 里 4 是 由 公式 

Asx = DNCxs es) hs 

全 
定义 的 算 于 ,所 以 
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limll4 ~ Asll = 活 . 

因此 ,任意 核算 子 是 一 列 退 化 算 子 4A 4 … A;， … 按 迹 范 数 的 极 
限 ， 

现在 来 证 明 ,核算 子 空间 是 退化 算 子 空间 按 迹 范 数 的 完备 化 . 
为 此 ,只 要 证 明 核 算 子 空间 按 迹 范 数 是 完备 的 . 先 证 明 下 列 定 理 ， 

定理 4， B 设 .dd ns -do 是 一 列 述 算 了 ,它们 的 迹 范 
数 |j4a]l 全 体 是 有 界 的 ,而 且 序 列 {An} 弱 收 合 于 算 子 4, 则 算 子 攻 
也 是 核 算 子 . 

证 由 于 迹 范 数 序列 (ji4s 册 } 有 界 , 故 存在 常数 好 0, 使 得 


Dl Aares he) [EM 


££=1} 


对 所 有 标准 正 交 系 {xx} 和 {后} 及 所 有 算 子 Lo =1,2,……) 成 立 ， 
设 : 为 任 一 卓然 数 ,在 不 等 式 


SAsre, ha) SM 


内 令 aeo 取 极限 , 由 于 序列 {4o} 的 弱 收 化 性 ,所 以 
ji rr, Bn) = CAxk, Rip). 


于 是 有 Dl Ar ho) lM. 
| 


这 样 就 有 不 等 式 


Fide hr) lM. 


因为 {xs} 和 {加} 依次 为 空间 区 和 空间 Y 内 的 任 党 标准 正 交 系 ， 所 
了 
sup > [Cx Ray, 


k 三 1 


+ OO 


因而 4 为 核算 子 . 日 
注意 ,特别 地 ,由 此 推出 ， 著 序列 {4,) 弱 收 化 于 4, 划 
Alh ssuplldsl. 


定理 4.7 核算 子 空间 对 于 迹 范 数 是 完备 的 ， 

证 ， 设 粮 算 子 序列 {<4} 对 范 数 |L4ih 是 柯 西 序列 , 则 它 关 于 范 
数 |l4i 也 是 柯 西 序列 由 连续 续 性 算 子 空间 关于 范 数 jd|| 的 完备 
性 ,存在 连续 线 竹 算 子 4, 使 得 limjl4 -do||= 0， 由 此 推出 算 子 序 


列 {4 弱 收 侣 于 4 由 定理 4.6 知 4 为 核算 子 . 
现在 证 明 , 序 列 {.4 按 迹 范 数 | 好 | 收 襄 于 4 即 
limll4 — Asih = 0. 
因为 序列 {As} 对 迹 范 数 ||41 是 柯 西 序列 , 故 Ye>>0, 习 NEN, 使 
得 当 wm 汪 入 且 4#>>N 时 有 


DCAn— A ra Bo) ll An Asli ee, 


这 里 {x4} 和 {2s} 依 次 是 空 也 天 和 室 间 了 内 的 任意 标准 正 交 基 ，, 于 
是 , 沾 专 六 六:4>> 站 时 ,对 任意 自然 数 9 不等式 

S; CCAn — A res bs) le 

¥=1 | 
成 立 . . 
出 算 子 序列 {4m} 习 收 语 于 有 4 推出 , 当 > 有 时， 对 于 所 有 :， 
不 等 式 


Zi A An) ze 有) 
因 比 , 当 #>N 时 ,就 有 


MA~ Aslh=sup SNCA- An) tes Bi) | 


ol 
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从 而 核算 子 空间 对 迹 范 数 是 完备 的 ， “( 
正如 我 们 已 指出 的 ， 直 此 推出 核算 子 空 间 是 遂 化 算 子 空间 按 
迹 范 数 的 完备 化 ， 
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1, 可 列 兼 尔 怕 特 空间 

在 建立 了 拓扑 线性 空间 的 一 般 理 论 , 特别 是 荆 可 列 范 空间 理 
论 之 后 ,产生 的 基本 问题 之 一 是 如 合 挑 选 一 类 空间 , 入 它 一 方面 能 
用 简单 的 条 仔 决 定 鲁 来 , 另 一 上 方面 能 很 好 地 为 分 析 所 用 . 楼 空间 
就 是 这 类 空间 之 一 。 鸭 了 研究 核 空 间 , 先 和 给 出 可 列 希 尔 伯 特 空 间 
概念 :. ! 

把 线性 空间 天 上 土 的 严 千 正 定 挨 尔 米 特 (Hermite) 这 天 (Cr 纺 
称 为 上 空间 上 的 内 积 , 妈 它 是 适合 下 述 条 件 的 汉 国 : 

(C1) Cx + rs Y) = tis) + (ry) 

2) ax Y= a ERS 


(3) (x,y) = (ys *)s 
(4 Cf) 守 0, 而 且 (X,X) =0 有 风 充 村 条 件 是 x= 人 0 


念 |zell= {xz,x) ， 则 室 间 大 上 的 每 一 个 内 积 对 应 着 一 个 范 
数 | 此 | ， 现 在 假定 空间 关上 局 给 出 可 列 个 内 积 (zy Fn (n=1 2， 
…)， 而 瑟 这 些 内 积 按 照 下 面 意义 是 和 谐 的 ， 若 空间 瑟 内 的 元 素 序 


列 {zo] 贸 照 范 数 |yllw = W Cry ein 收 分 于 零 谭 且 按 范 数 人 | 是 柯 西 
序列 ,那么 它 按 照 范 数 和 | 也 政 广 于 零 ， 
在 室 间 X 内 引进 下列 新 拓 ， Ye>0, YHEN, 今 
Un,e = {x{ Nelln<<e}, 
则 Us, 的 全 体 组 成 空间 开 内 零点 的 邻 域 基 . 
定义 5.1 基线 性 空间 X 具有 可 列 个 内 积 , 而 且 关 于 上 面 指 
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出 的 拓扑 是 完备 的 , 则 称 空间 XX 为 可 列 着 尔 伯 特 空间 ， 
注 ， 显 然 , 可 列 希 尔 伯 特 空间 必 为 里 可 列 范 空间 ,因为 希 尔 伯 


转 范 数 |ixlls = W (x,x)s 是 巴 拿 赫 范 数 的 特殊 情况 ， 然 而 ， 由 于 我 
们 考察 的 是 可 列 个 范 数 ,所 以 存在 于 个 别 巴 拿 赫 范 数 之 间 的 差别 
常常 消失 ， 例 如 具有 连续 导 泛 数 的 函数 类 与 导 函 数 的 模 为 平方 可 
积 的 函数 类 是 不 同 的 ,然而 ,具有 任意 阶 连 续 导 函数 的 函数 类 与 任 
音阶 导 函 数 为 平方 可 积 的 函数 类 显然 是 一 致 的 . 

在 给 定 的 可 列 希 尔 伯 特 空间 中 , 往往 可 以 将 范 数 序列 {|]xil} 
摘 成 由 内 积 给 出 的 范 数 序 列 而 不 改变 这 个 空间 的 拓扑 结构 . 

在 可 列 头 尔 怕 特 空间 X 内 ,我 们 通常 考察 这 样 一 类 内 积 (x,y)s 
(#1;2，…), 它 使 得 对 于 天内 任意 元 素 *, 不 等 式 

(Cx, TR 


成 立 ,否则 可 以 用 新 的 两 积 序列 
(x,y) oA >， CFF). 


代 蔡 内 积 序列 C(x,y)s 而 不 改变 空间 文 的 拓扑 结 徇 ,于 时 内 积 序 列 
(z,y)。 满足 


- Cx 和 TS 全 和 )3EE 
仿 距 可 列 范 空间 ,我们 可 把 空间 已 按 内 积 (*, ?)* 的 完备 化 记 
为 Xs, 则 显然 Xs 也 是 希 尔 伯 特 空间 ,而 且 赴 窑 间 大 的 完备 性 推出 
一 门 用 rm， 
反之 , 若 拓扑 线性 空间 六 的 拓 拭 结 攀 由 可 列 个 内 积 (xy)w 给 
定 , 而 且 空 间 半 与 由 六 按 这 些 内 积 的 完 和 省 化 空间 的 交集 站 X: 一 


对 于 1 
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下 面 , 我们 需要 把 空间 多 内 的 某 些 元 素 看 成 相应 的 希 尔 不 但 时 
空间 4s 内 的 元 素 . 当 这 样 可 能 引起 误解 时 ,就 把 * 改写 成 zx， 这 样 
一 来 ;空间 天 内 的 同一 上 元素 * 次 成 不 同 空 间 下 下 sp 有 办 


Ciy ta tny 


的 元 素 时 记 为 3 XW 

2. 可 列 希 尔 伯 特 空间 的 共 轿 空间 

现在 考察 可 列 希 尔 伯 特 空间 七 的 共 轿 室 间 2 的 结构 。 类 似 
于 了 赋 可 列 范 空间 , 我们 有 下 列 定理 ，。 

定理 5.1 设 宝 闻 4a 是 本 列 希 尔 伯 畦 空间 其 依 内 积 (x;)s 的 


完备 化 ,XX* 是 空间 Xs 的 共 较 空间 (x=1,3,…); 则 XR*= 【jx 


证 设 fE Ux: ; 则 存在 自然 数 #。， 使 得 EX 即 了 是 希 


尔 伯 特 空间 Xs, 上 的 连续 线性 泛 函 ， 于 是 ,f 也 是 空间 和 上 的 连续 
线性 证 函 , 即 EX*. 
男 一 方面 , 设 了 EX*, 删 Ye>0, 存 在 邻 城 
UA{x! rls 6}, 
使 得 YxEU, 都 有 (fx)|<<a, 因 而 当 |izlls<<6 时 有 |(j， "ee, | 
按 范 数 ||xll 连续 , 亦 即 EXS, 所 以 等 式 成 立 . 曲 
注意 ,X: 组 成 单调 增加 的 序列 基 CXEC.… 二 X;CC'…， 事实 
上 ,由 于 黄 才 # 时 , (x)m 必 (x,*)s, 于 是 从 线性 江 函 下 在 球 (x,*)m 
志 1 上 的 有 界 性 推出 它 在 球 (z, x)* 三 1 上 的 有 界 注 , 即 从 EX* 扒 
出 EXS. 
空间 X# 是 希 尔 怕 料 空 间 半 ， 的 共 镜 空间 ， 其 上 的 范 数 记 为 
上 -这 个 范 数 由 等 式 
lfll-s = Sup. | 


定义 . 由于 Xx: 也 是 项 尔 伯 特 室 间 ， 所 以 范 数 |ll， 可 以 由 天 "一 的 
内 积 (jf,) 定 义 ,换血 话说 ,下 列 等 式 成 并: 
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= V 作用 -。- 
有 时 我 们 不 得 不 把 空间 X* 内 的 向 一 个 元 素 看 成 不 同 空间 
内 的 元 索 , 这 时 ,如 同 对 空间 六 内 的 元 素 一 样 , 我 们 采用 记号 让 户 


本 


"yp 1， ", 这 时 , 老 捧 持 入 而 县 EXS, 淹 对 空间 其 内 的 任意 元 素 X， 
等 式 


tm) 扣 百代 对 


CF, r=tf, x 

成 立 ， 事实 上 ;这 个 等 式 的 两 边 都 是 连 线 线性 兴国 f 首 下 内 元 素 * 
上 的 信 ， 

空间 X* 中 的 拓扑 可 以 用 不 同方 法 给 出 例如, 可 下 震 拓 扑 ， 
它 由 下 列 零 成 的 邻 域 基 组 成 ， 

局 《zy 

为 了 定义 空间 六 * 中 的 强 皂 种, 我们 先 引 进 基 中 的 有 卉 僻 概 
念 ， 变 妇 CX， 清 对 于 每 一 个 自然 数 总 ， 当 * 牢 4 中 变化 时 ， 数 
(x*,X)s 组 成 有 内 集 , 出 称 4 为 有 输 集 .这 时 , 对 于 空间 关中 零 咸 的 
任何 邻 域 避 , 必 有 后， 使 得 4CnU. 命 

UtA,s)=1{f | supl(f,x)i <e, 4 是 有 界 集 ,# 疙 站 ， 


则 OCA,e} 组 成 六 * 的 强 拓 扑 意 义 下 和 零 扣 的 邻 域 系 ， 

可 以 证 明 , 每 个 空间 X; 按 ** 的 弱 拓 扑 在 XX* 内 稠密 ， 

在 X* 肉 也 可 以 引进 弱 有 界 集 与 强 有 圈 集 概念 . 设 4C4“， 当 
它 对 于 X* 中 零点 的 任何 强 ( 弱 ) 邻 域 ,存在 ,使 得 《cnD 时 ， 
就 称 4 为 蝇 ( 弱 ) 有 界 的 ， 由 于 空间 X* 内 零 点 的 任何 弱 邻 域 都 是 
零点 的 强 邻 城 ,所 以 X* 内 的 强 有 界 集 必 为 弱 有 界 集 . 

现在 考察 空间 X* 的 共 辊 空间 苹 癌 ,在 这 个 室 闻 内 也 可 以 引进 
不 同 的 拓扑 它们 分 别 由 空间 X* 内 的 有 限 集 、 强 有 界 集 和 弱 有 宽 
集 引 出 . 我 们 将 构造 由 XX* 内 强 有 乔 集 引出 的 空间 XX 的 拓 扩 .他 

U(A,2) = {2 supl(2,1)|<e, 4 为 强 有 界 集 ,> 0)， 
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则 Z(4e)y 的 全 体 作 为 长 天 内 零点 的 邻 壤 基 ， 

在 这 个 拓扑 下 , 第 二 共 思 空 间 X** 与 原来 的 可 列 希 尔 伯 符 空 
间 久 同 构 , 妈 区 = 六 ， 适 合 等 式 关 = 羡 * 的 拓 关 线性 空间 称 为 自 
及 空间 . 

定理 5.2 可 列 希 尔 伯 特 室 间 外 是 自 反 空 间 ， 

证 ， 任 取 *E 定义 这 国 人， 天 -有 为 

(32,1) 一 《fx)， 

这 里 EX*, 则 人 是 X* 上 的 连续 线性 泛 函 ,而 且 对 应 *F 汉 把 空间 


葡 章 值 好 异 入 空间 X**， 另 一 方面 ,空间 X*= 【)X* 上 的 连续 线 


柱 江 函 全 也 是 每 一 个 希 尔 伯 和 畦 空间 XX# 上 的 连 刍 线性 泛 阔 ,由 于 
希 条 人 怕 特 窄 间 是 自 反 的 , 因此 名 可 以 看 成 出 空间 六 按 每 个 内 积 


Cx,y)s 完 各 化 所 每 的 各 个 室 间 XX: 内 的 元 索 .然而 ,X= 门 Xs， 所 以 


2 忆 X, 这 说 明 上 述 对 应 是 一 对 一 的 , 和 而且 空间 久 和 入 ** 所 合 元 迷 
一 到， 
为 了 证 明定 理 5,2; 我 们 还 应 证 明 上 述 寺 应 是 同 胚 的 . 在 第 一 


章 中 已 知 赋 可 列 范 空间 包 = [1X。 的 共 轿 空间 X* 中 每 一 个 强 有 


界 集 4 必 属于 某 一 个 室 间 XX, 而且 在 其 上 依 范 数 | 人 |-。 有 界 . 任 
取 六 ** 中 零点 的 邻 域 0(A4, 8), 于 是 有 界 集 4 在 某 一 个 带 尔 伯 特 
空间 X* 上 有 轻 , 因 而 落 在 一 个 球 |f 由 -<e 内 . 现在 考察 区 内 的 球 
|x 之 a/0, 对 于 其 中 每 一 个 元 素 * 和 球 |f 站 <e 内 的 每 一 个 汉 疯 
f, 总 有 (fx)|<e, 因而 对 于 集 4 中 的 沁 函 更 是 如 此 ， 换 甸 话 说 , 球 
lziln 之 e/a 的 像 落 在 零点 的 邻 域 DT(4，s) 中 , 就 是 说 映射 x 中 名 是 
连续 的 . 
同 至 ,说 |e 由 <e 为 空间 七 内 的 球 ; 令 
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A={ | rll<ie Hi, x)1<1}, 

则 4 是 X* 内 的 强 有 界 集 ， 显 然 , 空间 和 ** 内 零点 的 邻 域 U0(A,e) 
的 像 落 在 球 ||*ll<s 中 , 由 此 证 明了 道 映 射 的 连续 性 , 从 而 映射 
x 人 是 同 胚 的 ， 

综 上 所 述 , 我 们 证 明了 室 间 天 和 ** 不 公所 含 元 素 一 致 ,而 芋 
拓扑 岂 一 致 , 即 忆 是 自 反 的 . 

3. 核 空 阐 

做 了 上 边 的 准备 工作 后 ， 就 可 以 研究 核 空间 了 . 设 症 是 可 列 
希 尔 信 特 空间 ,考察 空间 X 依 范 数 |jz]jin =Y zz) 完备 化 所 得 的 
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蒂 尔 怕 特 空间 疼 ;, 由 于 机 所 #4 有 时 (XX)m 守 {xX)n, 于 是 鼎 英 * x 
是 XX, 的 秽 密 子 集 XX 到 Xs 的 稠密 子 集 上 的 连续 映射 (注意 ，2 和 
x 表示 空间 X 内 同一 个 元 素 x 看 成 Xn 和 Xa 内 的 元 案 的 结果 ). 
我 们 可 以 把 这 个 映射 看 成 将 空间 X。 映射 到 空间 Xn 的 午 密 子 集 
上 的 连续 线性 算 于 7T, 则 mn 时 T2=TaTs， 

定义 5.2 设 瑟 是 可 列 希 尔 伯 特定 间 ， 如 果 对 于 任意 自然 数 
m, 存在 自然 数 ” ,使 得 空间 Xs 到 空间 Xs 内 的 算 子 Ta 是 核算 子 ， 
即 具有 形式 


Taw (zs “EXn 
这 里 1x4 和 1ys} 依 次 是 ,和 Xm 内 的 标准 正 交 系 , 加 空 0, 而 且 级 
数 之 ,和 收敛 , 则 称 并 是 炉 空 间 . 
wal 


往 : 这 里 芒 空 间 的 定义 与 第 0 章 8$3 中 线性 映射 的 核 空间 定义 
不 辣 . 

这 个 定义 的 几何 意 尺 是 ; 落 瑟 是 可 列 希 儿 伯 特 室 间 ,而 卫 对 于 
侍 巧 目 然 数 莒 ， 必 有 上 月 然 数 花 :使 得 焦 (x， XI) nl 关于 内 稻 《区 
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成 为 椰 球 , 其 半 主 轴 的 长 组 成 收 误 级 数 , 则 天 是 核 空 间 ， 

”注意 , 核 空间 定义 中 可 以 仅 要 求 了 3 为 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 
子 的 乘积 为 核算 子 , 因 而 , 若 算 子 了 : 和 Ta 为 希 尔 伯 和 综 - 施 米 斩 型 
的 ,区 了 = 了 2 是 核算 子 ， 

为 了 应 用 ,需要 拷 出 羯 别 核 空间 的 充 机 条 件 ,我 们 先 3 引进 下 面 
的 概念 . 


定义 5.5 设 台所 是 定义 在 拓扑 线性 空间 X 上 的 汉子 级 数 . 
如 果 对 空间 区 办 的 任意 元 素 * ,级 数 六 ve i 收 效 ， 则 称 级 数 
> 声 无 条 件 收 租 。 如 果 存 在 空间 和 内 零点 的 邻 域 孔 ， 使 得 级 数 


了 lel 收 线 , 则 称 级 数 >) 绝对 收 敏 ， 这 里 


| 拓 = supl(fe, *) |. 


显然 ， 绝 对 收 敦 级 数 一 定 无 条 件 疏 伍 ， 但 在 核 空间 内 二 者 等 
价 , 即 有 
定理 5.35 设 吕 是 楼 空间 , 则 和 上 无 条 件 收 伍 的 连续 线性 还 画 


级 数 六 ' 记 一定 绝对 收 伍 ， 
扰 证 时 个 谓 引 理 ， 
引 理 “车 ' 六 是 可 列 希 尔 伯 特 空间 区 上 连续 线性 泛 函 组 成 


的 无 条 件 收敛 级 数 , 则 存在 实数 厅 和 也 * 使 得 对 于 室 间 苇 内 的 所 有 
元 素 “ ,不等式 
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Ss) Mz (5.1) 
成 立 ， 
证 ， 令 po = Css4)| (zeEX) 风 pz) 处 处 取 有 限 值 ， 


全 加 (的 = Dl ts, +)1, 于 是 


EE=1 
pixy =suppn(x). | {5,2) 


因为 每 一 个 凸 泛 函 pa(z) 是 连续 的 ， 所 以 如 在 定理 1.3 所 证 , 泛 函 
P(x) 是 屿 的 , 而 且 是 下 半 和 连续 的 , 从 而 出 定理 1.5 知 泛 函 px) 在 
空间 内 零点 的 菜 一 个 邻 域 上 有 界 ， 由 此 推出 ,存在 实数 M 和 力 ， 
对 于 X 内 一 切 *, 有 p(x) <<MI]xlin 成 立 ， 了 
由 避 理 知 , 对 于 任意 自然 数 大 ,不 等 式 
[4,2) [zl 


成 立 ,所 惕 | 关上 mw 生 于， 这 样 一 来 , 堵 六 六 是 可 列 锅 尔 伯 特 空间 


和 上 的 无 条 件 收 伍 级 数 ,那么 必 有 实数 梧 , 使 得 数 | 关 | -的 全 体 是 
有 弄 的 .特别 ,所 有 的 泛 函 记 属 于 空间 关 =. 


现在 证 明定 理 5.8， 设 空间 天 是 核 的 ,而 且 人 之) fr 是 了 上 的 连 


续 线 人 忻 污 函 所 组 成 的 无 条 件 收 合 级 数 , 则 由 刚才 所 证 ; 必 存 在 实数 
以 和 加 ， 使 很 所 有 的 泛 函 jz EX#, 而 和 且 站 fj- 所 并 , 

依 条 件 苞 是 核 空间 , 必 存 在 自然 数 ”， 使 得 从 室 间 Xs 到 空间 
Xn 的 算 子 Ts 是 核 的 ， 下 边 证 明 级 数 > 川 产 作 ,收敛 . 


因为 映 租 T%，XX> 关 nm 是 核算 子 , 所 以 可 在 空间 Xn 和 Xm 内 殉 
“ 300， 


标准 正 交 系 {x4} 和 {yx}, 使 得 对 于 空间 无 :内 的 一 茹 元 素 > ,有 


tmy 一 tny 
EE = Sih CFs EE) py 


成 立 ,这 里 加 之 0， 而 且 级 数 了 > 4 收 伍 .这 意味 着 对 于 任意 xExX 
和 和 上 的 任意 泛 函 妃 等 式 
(f,#) = 2 Cx re) nt, yey 
成 立 ， 然 而 , 因为 xslhs= 1 所 以 | x;xa) 相 志 ||xlhp 因而 
| (I< fs yells 
这 意味 着 
I 


将 这 个 不 等 式 应 用 于 泛 画 有 ，…,f，…， 而 且 依 照 对 了 所 得 到 的 这 
些 不 等 式 求 和 , 即 得 


pH 
fs=1 三 旭 卫 Tal 
因 入 由 不 等 式 (5. 人 0 得 
SM Da dyn = M DA, 


即 级 数位 "有 让。 收 化 ， 


现在 证 明 , 其 道 定 理 亦 真 ， 
定理 5.4 洲 在 可 列 戎 菏 色 特 空 间 闷 二 一切 无 条 件 收 化 的 违 
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续 线 性 泛 函 级 数 之 ,六 都 绝对 收 煞 , 则 空间 X 为 核 空间 ， 


证 ， 依 核 字 间 定 义 ,必须 证 明 对 于 任意 自然 数 如 和 7, 使得 空 
间 X。 到 Xs 的 映射 是 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 ， 由 于 希 尔 伯 特 - 话 
米 特 型 算 子 的 共 轿 算 子 也 是 此 类 刑 的 , 获 只 要 证 明 存 在 正 整数 4， 
使 得 空间 X: 到 X* 的 映射 (Ta)* 是 希 尔 伯 畦 -者 米 特 型 算 子 即 可 . 
在 希 尔 伯 转 空间 XX 内 , 任 取 标准 正 交 基 { 反 }, 我们 将 证 明 , 存在 
正 整 数 z> mm, 使 得 级 数 六 中 如 |-, 政 伍 ,这 就 意味 着 由 等 式 (320* 让 
= 中 给 出 的 算 子 (Ts)* 是 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 的 . 
we 由 于 空间 多 内 六 { 思 } 的 正 交 折 , 对 于 任意 元 + € XX, 级 数 


Ss, 2) . (5b.3) 
收 化 
考察 使 Sadi 收 人 的 数列 {ds}, 由 级 数 (5.3) 的 收 雍 性 知 , 渗 


续 线 注 泛 函 级 数 全， de(jfr,*) 对 于 任意 元 素 * E 导 收 效 ， 即 级 数 
Em=ml - 


六 六 无 条 件 收 伍 ， 依 定理 条 件 ， 级 数 df 绝对 收 委 ， 换 名 


话说 ,存在 正 整 数 ”( 它 依赖 于 序列 12o 的 选取 ) 使 级 数 
Sasl lsll, (5.4) 


收 伍 ， 用 百 表示 使 级 数 了 14 政策 的 数列 4 全 [ds} 的 全 体 所 组 成 


sl: 


的 | 希 东信 特 空 间 , 念 
pd) = Sldd 和 


出 {p,ta)} 为 此 空间 让 的 证 和 函 序列 .因为 室 间 儿 上 的 任 登 汉 敬 
满足 不 等 式 
同上 1 守 中 | 宇 守 上 -r 守 7， 
所 以 这 冰 p.( 有 适合 不 等 式 
站 民有 
由 于 对 任意 gd E 召 ， 总 存在 正 整 数 r ， 使 得 级 数 (5.4) 政策 ， 即 
Pa 是 有 限 汉 图， 然而 
pr(d) = supt{ps, (d)}, 


这 里 pr A, 1 大 人， 是 空间 吾 上 的 过 续 遇 证 函 ， 所 以 兴 


函 p.(4) 是 下 半 连 续 的 ; 而且 是 大 的 。 应 用 定理 1.6 于 江 汗 序 询 
{p.(9)}, 存 在 实数 村 和 正 整 数 #, 使 得 如 (2) < 之 则 32]|. 这 里 1 由 = 


之 asl:, 于 是 级 数 记 jid4l |-s 对 于 空间 吾 内 的 所 有 元 案 d 收 敛 ， 


由 数 项 级 数 收 银 的 判别 法 即 得 级 数 Mfi]:s 的 收 敏 性 @ . 
综 上 所 述 , 对 于 空间 XX? 内 的 任意 标准 正 交 基 { 户 }， 级 数 


Sa 政策， 即 空间 X: 到 空间 X* 内 的 映射 (754 是 希 尔 伯 


中 奈 对 于 任 覃 选取 的 适合 条 件 书本 | ! 忆 00 的 实数 ,级 数 二 zwds 收 
让 三 了 = 1 
以 , 刚 数 项 级 数 于 「 rt | "也 收 化， 
上 1 
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特 - 施 米 特 型 算 子 , 所 以 了 是 核 空间 . 站 
”由 定理 5.3 和 定理 5.4 可 得 下 列 重 要 结论 : | 

定理 5.5 可 列 瑚 尔 怕 特 空间 天 为 核 空间 的 充 要 条 件 是 : XX 
内 的 任意 无 条 件 收敛 述 续 线性 泛 沙 级 数 是 绝对 收 化 的 . 

换 句 话说， 粹 空间 也 可 定义 为 在 其 上 一 切 无 条 件 收 化 的 连续 
斌 狂 证 轴 级 数 必 为 绝对 收 敏 的 可 列 希 尔 们 特 空间 ， 

4,. 核 空间 的 性 策 

定理 5.6 设 久 是 可 列 希 尔 伯 特 核 室 间 , 则 

(1) 的 闭 子 空间 4 仍 是 可 列 希 尔 伯 特 核 空间 ， 

(2) 商 室 间 Xy74 仍 是 核 空 间 # 

《3)》 支 是 完全 空间 ， 

证 ，(1》 显 然 ,空间 关上 的 任意 内 积 (x, 和 Ds 给 出 空间 4 上 的 
内 积 ， 由 空间 区 的 完备 性 和 4 的 闵 性 知 妈 也 是 完备 空间 ， 因 而 -4 
大 可 丈 希 尔 伯 特 空 间 ，4 也 是 核 空 间 ， 事 实 上 ,对 于 任意 自然 咱 ， 
选取 自然 数 # ,使 得 空间 下 :到 空间 Xm 的 映射 Ta 是 核 的 ;那么 ,入 
射 Ts 所 导出 的 由 空间 A (空间 A 关于 内 积 (x,7)s 的 完备 化 空间 ) 
到 空间 如 的 网 射 世 是 核 的 ,这 点 可 如 下 推出 对 于 空间 A 和 4m 


内 的 任意 标准 正 交 系 {xs} 和 {ys}， 级 数 和 (Taxa, ys 收敛 


(2》 先 证 商 空间 贸 / 44 是 完备 空间 ， 任 取 羡 内 国定 元 素 *0, 沽 
察 一 切 形 如 * =x。t+alt a & 4) 的 元 案 所 组 成 的 集 , 即 按 团子 空间 
4 组 成 的 剩余 类 记 这 个 绰 余 类 为 x。+A, 则 由 所 有 4 的 镜 作 类 组 
成 的 空间 大 /4 是 线性 空间 ,为 此 只 要 令 

(tl 于 + 二 有 一 Xi 十 Ya 十 奸 
和 LEXI 十 肛 } 二 久 X | 和 干 肛 
机 可 . 
落空 间 天 是 典范 揭 , 则 令 
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x + All= inf Ix1 + alls 


就 使 商 空间 X/4 成 为 赋 范 空间 ， 一 空间 外 是 完备 的 ,显然 这 个 空 
间 也 旦 完 省 的 ， 若 令 


(x+A, *+ A)n=inf(x+a, XxX+ ny 


则 商 空间 XX/4 成 为 可 列 希 尔 值 特 空 间 。 下 面 证 明 它 也 是 核 空 间 - 
为 此 ,考察 商 空间 X/A 上 无 条 件 收敛 的 连续 线 体 泛 函 级 数 Z 思 


对 于 每 一 个 线性 连续 诈 冰 疡 , 作 空 间 筷 上 相应 的 连续 线 狂 泛 函 呈 
如 下 ，Y zx EX 令 
CPis x) 一 {fs 区 二 好) 。 


显然 级 数 > Fs 也 是 无 条 件 收 化 的 ， 利 用 空间 X 的 核 性 知 存在 自 


然 数 切 ,使 得 级 数 llFsll-, 收 人 然而 


| l= Sup | Fi | = ,SHP | Crs x + A) | =)lfsll-,s 

|lxllrm = ml | 

基 此 级 数 立 fl。 下 全 ,所 以 级 数 之 yf 绝对 收 合 , 即 空间 X/4 是 
核 的 . z 

(3》 设 4 是 楼 空间 久 内 的 强 有 界 集 ( 即 对 于 零点 的 任意 邻 域 

U ;存在 实数 1>0, 使 得 24C T) ,而 且 是 闭 集 ,把 4 看 成 希 尔 伯 特 

空间 X* 内 的 子 集 时 记 作 4，, 由 集 4 的 有 异性 知 所 有 的 集 4。 都 是 有 

界 的 .又 对 任意 自然 数 二 和 (5# > mm) 等 式 T5A4s = An 成 立 ; 这 

由 74 是 空间 Xs 到 空间 Xm 的 嵌入 算 子 。 由 于 室 间 义 的 楼 性 ,对 于 任 

意 w, 必 有 7 之 吉 , 使 得 Ts 为 核算 子 ,因而 是 紧 算 子 .然而 紧 算 子 映 


有 界 集 4: 为 相对 紧 集 4m, 即 闭 包 Am 是 紧 的 ,因此 交集 门 Zn 也 是 


=“ 卫生。 


紧 的 (这 里 集 Am 的 闭 包 是 指 在 Xm 内 其 的 )、 


为 了 完成 定理 5.6 的 证 明 , 还 要 证 明 4 = 门 ae， 设 x 4, 因 


4h 1 


为 4 是 多 内 的 闭 集 ,所 以 存在 零点 的 邻 域 上 ,使 得 x* + 1 不 与 4 相 
交 . 若 这 个 邻 城 由 不 等 式 由 lm<s 给 出 , 则 z 忆 any 因而 xE 站 An， 


[| 


这 就 证 明了 门 Za 4， 又 显然 有 4c- 门 2m， 所 以 等 式 成 立 , 妈 


用 是 紧 的 .。 中 

系 ”有限 维 空间 是 核 空间 ,而 无 限 维 巴 拿 赫 空间 不 是 核 空间 ， 

证 ， 因 为 有 限 维 空间 上 的 便 等 映射 是 该 算 子 ， 而 无 限 维 巴 全 
赫 空 间 内 的 球 是 非 紧 的 有 异 集 ， 

由 于 一 切 楼 空间 都 是 完全 空间 ;所 以 第 一 章 的 定理 6.2, 6.3， 
6.7 和 6.8 关 于 核 空间 也 成 立 . 

5, 双 钱 性 泛 材 . 

我 们 首先 讨论 固 可 询 范 空间 上 的 又 线 性 兴 函 ， 异 人 然 ， 峰 可 列 
范 空间 苹 上 任 一 连续 线性 泛 函 了 具有 有 良 阶 ， 即 对 于 某 一 个 乞 数 
| *| 是 连续 的 ， 事 实 上 , 由 于 了 的 连续 性 ,存在 一 个 出 不 等 式 川 引 由 
< 上 8 确定 的 邻 域 品 ;使 得 在 其 上 成 并 不 等 式 lI(f,*)| 筷 1, 因而 当 上 |x||， 
< 时 |( 坟 2)|<e: 即 了 依 范 数 | zl 连续 . 

现在 证 明 关 于 双 线 性 泛 函 的 类 似 结 论 ， 设 F(x， 》) 是 双 线 性 
泛 函 ,* 与 了 依次 在 赋 可 列 范 室 间 六 与 Y 内 变化 ， 车 固定 * 时 , 泛 
阔 P(x, 对于》 连续 ,而 且 固 定 了 时 对 于 zx 也 连 线 ; 则 称 (x,y》 
对 于 每 一 个 变 元 连续 . 

定理 5.7 设 Bx;7 是 莽 可 列 范 空间 汪 xY 上 汐 双 线性 证 函 ， 
向 且 对 于 每 一 个 变 元 连续 ， 赂 在 空间 其 与 了 上 上 必 有 范 数 |x|ls 与 
Il, 使 每 泛 国 F(x, 办 接 上 述 范 数 对 * 与 了 是 二 元 连续 的 ， 换 名 
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话说 , 存在 范 数 1xzl 与 1 ,使 得 对 于 所 有 元 素 z 及 》, 满足 不 等 
式 
IF Cx, yl Mx llally lm (5.5) 
这 里 对 是 常数 省 xz 和 ly 人 依次 表示 室 间 区 与 Y 中 的 范 数 ， 
证 ， 对 于 每 一 个 自然 数 ”由 等 式 
Prty) = sup | F(x,y) | (5.6) 


定义 室 间 Y 二 的 一 个 泛 兽 轴 ( 和 ， 这 个 证 国 可 以 取 有 限 或 无 限 值 ， 
但 对 于 每 一 点 ? 必 存 在 自然 数 ”{ 与 yo 有关), 使 得 如 (7o) 取 有 限 
站 事实 上 , 对 于 固定 的 点 y 和 ,Exyya) 是 空间 蕊 上 的 连续 线性 这 
芯 ， 而 赋 可 列 范 空间 芒 上 的 任 一 连续 线性 泛 函 必 对 于 某 一 个 范 数 
.alk 连续, 即 在 自然 数 = ,使 ECzyyo 在 球 中 | < 上 有 界 , 所 以 ， 
由 (5,6) 知 pn(yo) 是 有 限 值 . 
现在 证 明 ,这 些 沁 男 ps(7) 是 单调 减少 的 、 凸 的 与 下 半 连 续 的 . 
证 画 pnfy) 在 每 一 点 的 单调 减少 性 


让 区 【5.7 
可 以 出 范 数 || zl 满足 不 等 式 
xllsllzlh < lz (5.8) 


推出 : 由 (5.8)，, 集 fx ||*|s 志 1} 二 fx | 上 xl 和 1} (nn =1,2;**)， 
因而 


Pn{y) = sup | Fir,y)| 守 Sup ,| F(xsy) | 二 加 ti。 
Hm 号 ||xill 


六 这 贰 (也 是 旧 的 .事实 上 ,对 于 固定 的 x ,学 | 三 (xzyy)| 是 
西 的 , 国 瑟 泛 函 加 (力作 为 西 泛 函 的 上 确 界 也 是 凸 的 ， 完 全 一 样 地 
可 以 证 明证 函 如 人力 的 下 半 连 续 性 (定理 1.8)，(* 辕 定 时 ， 泛 消 
[P(x,y)l 是 连续 的 , 当然 下 半 连 续 ) .由 定理 1,7 知 存在 不 依 束 于 3 的 
实数 轨 和 加, 使 得 #7 记 加 时 ;ps(7) 志 了 Mjyllm。 再 由 pr( 站 的 定义 得 


sup | Fix,y) | MIy|n. (5.9) 
Hsin 


因此 5.5) 成 立 。 趾 
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现在 考察 把 赋 可 列 范 空 间 怀 了 屿 到 吴 可 列 范 空间 Y 的 共 埋 空间 
Y* 丙 的 算 子 .对 于 每 一 个 这 种 算 子 避 ,可 构造 双 线 性 这 男 三 (x， 贸 
(EN 7 E 了 7) 如下， 

Flr, ?人 CCYy)。 (5. 10) 
因为 Gx EY*, 所 以 (Gx, 外 有 意义 ,因此 由 定理 5.7 可 以 得 到 关于 
上 述 形式 算 子 的 定理 ， 为 此 我 们 假定 算 子 6G 对 于 空间 天 的 拓扑 和 
空间 Y* 的 弱 折 扑 是 连续 的 , 即 假 设 对 于 空间 Y 中 任意 有 限 个 元 素 
yD Ya"'sYny 必 有 空间 到 内 零点 的 邻 域 芝 ， 使 得 *EUD , 全 且 1 9 
莹 #8 时 |(Gxr,yr)| 世 1， 容易 署 巴 , 双 线 性 泛 立 F(x,y) 对 于 和 餐 一 个 
变 元 x 及 了 连续 .由 定理 5.7 得 ,对 于 七 内 的 所 有 元 索 * 和 Y 内 的 所 
有 苑 嵌 了 ,有 

Gx, |=|F Cx, 7 Mx||sli ym 
成 立 , 这 里 邓 , 闫 与 半 都 是 与 无关 的 数 ， 注 意 到 岂可 列 范 空间 
Y 的 共 罗 空间 Y* 内 范 数 的 定义 ,我 们 得 到 

|Gz| -< 委员 < 
(用 必 -。 表示 空间 Y* 内 由 等 式 | 站 -会 ,Su ,| (4 9) 定义 的 范 
数 ? 琴 此 , 我 们 证 明了 

sup HGxll- 反对. 


tlio 所 1 

这 说 明 算 子 G 不 仅 对 于 空 | 司 叉 的 拓扑 和 空间 了 * 的 弱 拓 扑 连 续 , 侧 
且 世 对 这 两 个 空间 内 由 范 数 | * th 和 || y|js 给 出 的 拓扑 连续 ， 于 
是 证 明了 下 及 定理 ; 

定理 5.7′ 设 下 与 了 都 是 赋 可 列 范 空间 ，G 为 线性 算 子 , 它 
把 空间 X 上 映 到 空间 Y 的 共 罗 空间 Y* 内 , 设 算 子 避 对 于 空间 区 的 
拓扑 和 空间 Y* 的 弹 拓 扩 连 综 , 由 它 必 对 这 两 个 空间 多 和 入 * 上 的 
范 数 | x ||, 和 i 刊 |-。 连续 

注 ， 定 理 5.7 也 可 从 定理 5.77” 推测， 事实 上 , 若 f(x, y) 是 


呈 在 演 间 了 * 的 双 折 种 下 ,零点 的 铝 城 由 让 等 式 ](f, 扣 7) | 所 151 志 所 1 给 出 ,这 
证 :yn 池 空 间 工 内 的 有 有限 个 团 定 元 。 
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空间 及 和 YY 上 的 双 线 性 泛 函 ; 对 于 每 一 个 变 元 * 和 ? 是 连续 的 , 则 
缮 式 
(Gx yAFCr, y) 

定义 着 算 子 CC, 它 映 窗 间 和 到 YY” 内 ， 和 而且 对 于 空间 XX 的 拓扑 太空 
间 Y* 的 弱 招 扑 是 连续 的 , 即 可 推出 定理 5.7. 

值得 注意 的 是 双 线 性 江 函 f(x,Y) 也 定义 了 人 G 的 大 生生 
G*, 它 是 由 等 式 (G*y,x) = F(x,) 给 出 的 . 

现在 我 们 证 明 当 芭 与 了 中 有 一 个 是 核 空 间 时 ， 定 理 5.7 也 成 
立 ， 

定理 5.8 {抽象 的 关于 核 的 定理 ) ” 谈 玉 与 了 都 是 可 别 希 尔 仁 
特 空间 ,其 中 有 一 个 (例如 X) 是 核 的 ， 又 了 (x,y) 是 对 于 每 一 个 变 
元 * 和 7 连续 的 双 线 性 兴 荡 ， 则 存在 自然 烙 了 和 雪 , 使 得 F(x, 力 
能 表示 成 下 列 形式 ， 

Flx,y) = (Gr, y) 

这 里 避 为 映 希 尔 伯 特 空间 关 ， 到 项 尔 伯 竺 空间 Y: 内 的 希 尔 信 特 - - 施 
米 特 型 算 子 (和 。 是 空间 下 技 内 积 范 数 || zs = W (x,*) :的 完备 化 ， 
而 了 是 Y。 的 共 掏 空间 )，(Gx, 力 表示 泛 通 Gx 在 点 了 的 值 . 

证 ， 因 为 双 线 性 江 函 F(x, y) 对 于 每 一 个 变 元 2 ，7 连续 ,由 
定理 5.7, 存在 范 数 || x 有 Hs 有 '| ?||=， 使 得 

ECExs EMI| x ||sll 3 || «5.11) 
这 里 村 与 f, 雪 无关， 定义 室 和 凶 下 ,到 六 # 内 的 算 子 心 : 为 ,CG* 堆 
= 了 P(x,y). 由 (5,11) 推 出 
CG x, | =| E(x, FEMI x |oll 9 im, 


因此 又 有 
ll sup (Gu DIEMI ll 


从 而 算 子 G1 关于 空间 X。 和 Y% 上 的 范 数 ||* 由 和 范 数 上 fii-。 是 
有 和 澳 的 ， 
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依 假设 羡 是 核 空间 , 必 有 自然 狼 ,使 得 映 室 间 XX, 到 空间 X* 
的 算 子 Tr ( 它 使 空间 天 中 的 元 索 不 变 ) 是 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 
了 了， 于 是 暴 室 间 尺 ?到 | Yn 的 算 子 局 Ts 也 是 同一 类 型 算 子 . 由 


于 算 子 T? 使 空间 久 内 的 移 娄 不 变 ( 确 切 地 说 ,由 于 Tx = x), 所 
以 双 线 性 泛 函 F(x, 四 可 以 写成 下 列 形式 ， 
ty) = (G87) = (GTIr, y= (Gx,y). 
注意 ,由 定理 3.1, 映 空 间 Xs 到 空间 Y* 内 的 任意 希 尔 伯 特 - 
施 米 特 型 算 子 G 具 有 下 列 形 式 : 


(7 和 一 pe te}pfe, . «5. 12) 


| i 


这 里 {x} 和 {y,} 依 次 是 空间 六 ,和 Y* 内 的 标准 正 交 系 , My, 0， 
而 旦 级 数 > 和 5 收 合 ,因此 由 定理 5.8 可 得 下 列 结果 ， 


| 


么 设 和 和 YY 者 是 可 列 希 尔 位 特 空间 , 其 中 王 还 是 核 空间 , 由 
当 冯 线性 汉 应 (x,3) (xEX,yEY) 对 于 每 一 个 变 元 连续 时 , 存在 
委 然 数 江 和 PP ,使 得 F(x,y) 具 有 下 列 形 式 ， 


F(x,y) = Dhelx, ta) pls Cy) 《5. 13) 


这 里 {x 和 {y,} 依 次 是 空间 区 和 了 5 内 的 标准 正 交 系 , 4, 宕 0， 
而 且 级 数 > 和 收敛 . 


在 某 种 情况 下 , 将 定理 5.8 作 如 下 加 强 可 能 是 有 益 的 ， 算 
子 G 不 仅 是 希 东 伯 特 - 施 米 特 型 的 而且 是 核 的 ， 与 此 相应 ,在 系 中 


用 级 数位 4， 的 收 全 性 代 答 级 数 了 1 43 的 收敛 竹 , 证 明 不 必 作 牙 


变 , 因 为 我 们 总 可 以 要 求 算 子 了; 不 仅 是 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 的 ,而 
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且 是 核 的 ， 
关于 核 的 定理 也 可 以 用 别 的 形式 秀 述 ， 为 此 我 们 引进 下 面 记 
号 ， 设 x 和 ?了 依次 是 希 尔 介 特 空间 豆 , 和 天, 内 的 元 素 , 对 应 于 元 
素 ?， 由 公式 《FE yi = (1 Y)s 作出 空间 总 ,上 的 连续 线性 证 枯 
Fy, 这 里 31 而 (9 护 ; 是 空间 互 : 内 的 内 积 ， 用 * 名 了 表示 
映 空 间 瑞 , 到 并 3 内 的 线性 算 子 ， 
(XH) = C2 XT yy 5,14) 
这 里 (x, xz) 是 吾 ; 上 的 内 积 . 我 们 用 (+ 名 7) 表示 由 下 式 定 义 的 
有 隔 空 间 号 3 到 所 内 的 算 村 ， 
(ry ,2) = CF, Cx) 2) 2 《5. 15) 
这 里 EH#,xER, 测 (FF, 了 了,) .表示 日 ? 中 的 内 积 。 算 子 (* 钨 
3)* 信 可 以 由 公式 
COxDOI EP 2 = (PF, (z, Ty)_s (5.16) 
显然 , 算 子 * 人 区 了 机 (x* 区 了)* 是 退化 的 (其 值 城 只 有 一 维 )， 
因而 是 希 尔 伯 特 - 话 米 特 型 的 ， 所 以 , 当 避 是 映 空 间 匡 , 到 下 的 
希 尔 信 特 - 施 米 特 型 算 子 时 , 算 子 (* 名 了 了)*G 是 核 的 ,因而 此 算 子 
的 迹 Try 他)*G] 存 在 . 令 
Prx,y) = TIL (x YO, (5.17) 
得 到 空间 妃 ; 和 五 : 上 的 双 线 性 泛 函 , 我 们 称 希 尔 伯 转 - -人 
算 子 上 G 是 这 个 双 线 性 汉 医 的 核 . 
注 ， 若 号 , 和 互 , 都 是 平方 可 积 的 函数 空间 , 则 算 子 zx 名 由 
下 列 公 式 
Cry )o = |zC7) zt di 


确定 , 即 以 *(5)y(s) 为 核 的 退化 积分 算 子 ， 这 时 双 线 性 这 蚌 
F(x, 》) 具 有 下 区 形式 ; 
Flixsy) = jG x65) dds, (5.18) 
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这 里 函数 G(9?, 纪 是 具有 平方 可 积 模 的 , 它 是 话 函 PCx*,y) 的 核 ， 
现 和 在 证 明 ， 在 核 空间 内 任何 双 比 人 性 这 让 都 是 由 核算 子 给 出 
的 ， 
定理 5. 9〈 插 象 的 关于 核 的 定理 的 荔 一 种 伺 述 )， 设 三 和 了 都 
是 可 列 韵 希 尔 伯 特 空间 ， 其 出 天 也 是 核 空间。 如 达 汉 蝶 性 江 函 
FF,y) (+EX, EY)NT 于 每 一 个 变 元 * 和 了 连 继 , 则 必 有 有 自然数 
各 以 及 映 空间 天 ;到 站 # 的 希 尔 伯 转 - 施 米 特 型 算 子 G6 ,使 得 


Flx,y) = Tr (ry OG (‘5.19) 
这 里 (* 全 了)* 表 示 将 Yt 映 到 无 内 的 算 子 , 它 由 下 列 公式 
(CxOIIEF, 2) ,= CF, 2, 2) 5P,) -a (5.20) 
定 半 (FEY?,zEXo, 《wy 是 和 中 的 内 积 )， 人 PP) 是 了 5 
中 的 内 积 ; 而 和 有， 是 由 公式 | 
CP ys $1) = CY Yn 
确定 的 Ym 上 的 线性 泛 函 . 


证 ， 由 定理 5.7， 必 有 目 然 数 亚 和 也， 使 得 
Txsy) = (Gr, y), 
这 坚 @G 为 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 , 而 且 将 空间 和" 颇 到 Ys 内 ,我 
们 要 证 明 (5.19). 为 此 在 空间 Xs 中 取 标 准 正 交 系 {x}, 使 得 x*1 = 
xl 区 和 广 ，z = 0 时 定理 显然 成 立 ), 将 算 子 # 凶 了 简 记 为 工 , 好 


TrCTYGC) = > (CTOxks XE)p 


k=1 


= (GreTe)o. 《£5.21) 
然而 ,* 夺 1 时 
Txyp=( x Pre Ctrs TYE, 
= xll(xs, zi)F ,= 0， 《5. 22) 


= B21* 


而 且 了 xi = 外 | x||E,, 因此 
TrTG) = (Gr, x ||F Ds = (Gx, Py)-n. 
由 于 泛 函 fy 是 由 等 式 (F yy91) = (4,Y)m 定义 的 ;所 以 对 于 Y# 内 
的 任意 元 素 了, 成立 等 式 
(P,PF,).,= CF,y). 
因而 FOr,y) = (Gx = (Gx, PI) -n= Tr(T*G) 
=Tr( wy)*GI. 昌 

下 面 我 们 再 证 明 一 个 与 定理 5.7 密切 相关 的 定理 ， 

定理 5.10 变 G 是 将 核 空间 芒 映 到 可 列 希 尔 伯 特 空 间 Y 的 
并 轿 空间 Y* 内 的 线性 算 子 ， 若 算 子 G 关 于 空间 外 的 拓扑 和 空间 
Y* 的 弱 招 扑 是 连续 的 , 则 必 存 在 自然 数 所 和 和 ， 使 得 算 子 @ 对 于 
室 疝 天 和 了 了 *+ 上 的 范 数 直 + 上 ;和 上 | 下 -= 而 言 是 希 尔 但 特 - 施 米 符 型 
算 子 . 

证 ， 由 定理 5.7', 存在 自然 数 # 和 天 :使 得 算 子 C 对 于 范 数 
x¥ 和 | 站 -是 连续 的 ， 换 名 话说 , 算 子 在 空间 铸 , 上 所 诱导 
的 算 子 G， 将 这 个 空间 连续 地 蜂 到 Y$ 内 ， 然 而 , 由 于 外 的 核 性 ， 
必 有 自然 数 P, 使 得 空间 写 ， 到 关内 的 映射 了 5 是 希 尔 伯 特 - 施 
米 将 型 的 ， 显 然 985 二 Go73, 这 里 Gs 是 算 子 6 在 空间 名 ,上庄 导 
出 的 算 子 ， 因 为 G， 是 希 尔 伯 特 - 施 米 特 型 算 子 了 与 连续 线性 算 
子 GG ,的 积 ; 所 以 Gs 也 是 此 类 型 算 子 . 0 

同 理 可 以 证 朋 它 的 对 俩 定理 ， 

定理 5.11 设 台 是 可 列 希 尔 件 特 空间 区 到 核 室 问 YY 的 共 耘 
空间 Y* 内 的 连续 丝 性 隐 射 (在 空间 Y* 上 取 能 丘 扑 )， 则 存在 自然 
数 和 各 ,使 得 算 子 GG 对 于 誉 间 基 和 YY* 内 的 范 数 || xis 和 || fl| -> 
是 希 尔 伯 特 - 施 米 特 昏 算 子 . 

6. 空间 关 { 对 的 核 性 

我 们 已 经 建立 了 核 空间 的 各 种 性 质 ,自然 发 生 这 样 的 问题 ;对 
也 种 具体 的 空间 能 应 用 我 们 的 结果 ?怎样 的 具体 空间 共有 核 性 ?下 
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面 我 们 证 明 空间 {可 gs} 就 是 这 样 一 业 室 间 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 
只 对 一 元 询 数 来 考虑 ,多 元 函数 的 祖 形 , 仅仅 是 写 起 及 复 条 ,所 有 
的 结果 仍然 正确 ， 

定理 5.12 车 空 间 下 {Ms) 满足 下 列 条 件 ， 对 于 任何 自然 数 
7? , 必 有 自然 数 六 > # ,使 得 商 式 
Mn 
Wino) ~ 
当 |x1->oo 时 趋 于 零 ， 而且 及 是 + 的 有 界 可 积 电 数 (在 好 wz) = 
Mplx) = co 的 那些 点 , 置 mw (zy = 0), 则 它 是 核 空间 . 

证 ， 首 先 证 明 空 间 KK{ 训 5} 是 可 列 希 水 伯 特 空间 .为 此 ， 在 
{Hg} 内 引入 内 积 如 下 ;YP ,EKEM,}， 


CoP | Moab): DB) yo) PTE dr 


PP 


(5. 23) 
下 面 证 明 , 在 下 {如 p} 内 由 范 数 
llwlls = ,Su SuP (M(x pm Cr)| (6, 24) 


给 出 的 拓扑 与 由 范 数 |ipl|; = Cp 9)s 给 出 的 拓扑 一 致 ， 究 实 
上 ;当世 # 之 pg 时 得 到 
| EM) Php xdr 
<sup{LM (x) Tg " (x)°} |- 3 | dz 


-lMp{x) 
依 条 件 可 以 取 户 ,使 得 积分 


|. We dx = [med 
-» MY, -~ 


痪 伐 ， 因为 lim mn,t*) = 必 * 轴 上. mnotx) 有 界 ， 所 以 积分 
| Ces) ds 


* = 


~ -六 J 人 


也 收 傅 。 将 这 个 值 记 为 Bi,, 于 是 得 知 , 当 4 所 # 必 pp 时 


| cx， 《部 J xd dr Bi, tolls | 
由 此 推出 


ll = 2 | CM Tp Cx) Pdre cl pl, 


到 lpll 所 Cg, 这 里 CC 是 与 p(t) 无 关 的 常数 . 
现在 用 [ol 来 估计 jp。 设 9 是 使 表达 式 |M (x) 人 中 (Cx)| 
《达到 上 确 界 的 值 ,将 supM, 《YY) 记 沪 4 则 
|p lls = Ansuplp' ocxy sddsup| gpl Colaz | 
因为 .A Cx) 所 忆 
He 二 | Mor Choe Cx) ds, 
利用 布 尼 牙 可 夫 斯 基 {ByHAK0BCKM) - 施 瓦 兹 不 等 式 , 由 .上 推出 


i + Ma CX) | 
| -一 tl -| 
lp | M(xy * 


-| CM Fl pe x) Pax. 


然而 有 数 户 ,使 积分 
| Mo, 8Vz) dx 
-= M(x) 
站 合 , 因 而 积分 


| 型 1《3) dx 
-= Mp(lx) 
也 收 敦 , 记 其 第 为 E33， 我 们 得 济 l 上 pi 所 A,Eslipls， 由 此 及 已 经 
证 明 的 不 等 式 jj 所 Chpjjs 推出, 范 数 访 plls} 与 范 数 族 
{liplis} 给 出 空间 KtMsp} 上 的 同一 个 拓扑 ， 于 是, 在 定理 条 件 下 ， 
KK{ 用 ,} 是 可 列 希 尔 但 特 空间 . 

现在 证 明 下 {让 是 核 空间 ， 利 用 定理 5.4， 只 要 证 朋 在 空间 
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KM。} 上 任何 无 条 件 收敛 的 连续 线性 泛 函 级 数 >) Fs 是 绝对 收 


敏 的 ， 这 里 自然 可 以 利用 空间 天 (Ms} 上 给 出 此 空间 拓扑 的 任何 
-组 范 数 ， 南 第 二 章 的 定理 9._2, 每 一 个 关于 范 数 |lp 由 有 界 的 线 
性 泛 豆 Fs 可 以 写成 

(Pop) = 之 | Moab) Poor) I) de. (5.25) 


这 里 对 于 每 一 个 9，Fxel*) 是 * 的 本 性 有 界 可 测 阔 数 . 这 时 空间 
天 { 计 中 上 连续 线性 汉 函 i 的 范 数 有 公式 


[Ei -n= Dy sup|FreCx)l. 
Jj 


这 里 在 计算 上 确 界 时 ,我 们 将 略 去 一 个 等 测度 集 . 
根据 定理 5.3 的 引 理 ， 对 于 无 条 性 收 敛 的 连续 线性 证 国 级 数 


2F4, 可 以 取 实 数 4 和 自然 数 # ,使 得 不 等 式 


DF, p< Aylh 


对 于 室 间 KK{ 加 p} 内 的 一 切 元 素 成 江 . 出 此 推 下 一 切 连续 线性 记 
函 Fs 都 是 对 于 范 数 |igils 连 禁 的 ,也 都 可 以 写成 形式 (5.25). 这 
样 一 来 ,对 于 空间 下 {Mp} 内 的 任何 元 崇 Pp, 不等式 


[5 


2 之 | Ms) Peg) pO) ds 


是 芝 站 叱 前 


A >) sup MaCx)p' Cx) 


委 王 里 喇 克 


成 立 . / 
利用 哈 思 -了 巴 拿 赫 的 线性 泛 函 延 拓 定 理 , 容易 得 到 类 似 的 不 等 
#2 


[MaC) Poalx) Pals)dz 


更 到 卫 | [1 


< > supl Ma x) pulx)| 


HE 
对 于 使 积分 | ”Mz)peCx)dx 收敛 的 任何 函数 pC*)，*…， gn(*) 


成 立 ， 由 于 这 组 函数 的 任意 性 , 必 存 在 常数 C ,使 不 等 式 
SFuCoOl<C <5.26) 
自生 二 


对 所 有 * 的 值 成 立 . 
现在 取 自然 数 ?之 使 得 积分 | mop(z)dx 收 化 ， 我 们 要 证 


明 级 数 这 Fsl|-s 收敛 ， 事实 上 ， 


(Fp 立 | MCPeol sp oe) lds 
CE od 


r™ MC F 


0 三 可 号 本 
<|ypl, 立 加 map (x) Fra (x) ld 
[i 
显然 成 立 . 
因而 有 | Es >) | res) Poeka)ldx. 


有 二 全 号 攻 


然而 由 不 等 式 (5.26) 和 议 数 wxp(x) 的 可 积 福 得 到 


=“ 326 * 


Sse "<|- mp ph 


n=el 雷 呈 和 


<C | map (xX) dx C,, 


于 是 级 数 SF 绝对 收敛 ， 这 就 表示 空间 天 {Ms) 是 糠 的 


满足 定理 5, 12 的 条 件 的 玉 {Ma? 空 间 类 是 足 使 广泛 了 .属于 
这 种 类 型 的 空间 ,例如 有 空间 玉 (e)， 对 于 这 种 空间 取 Ms(x) 如 
下 当 | *| 志 4 时 对 0fKx) =1, 责 |Y| 芋 2 时 oz) =co， 又 空间 
也 送 合 这 些 条件 ,这 时 Ms(x) = (1+ 姑 )p， 至 于 其 他 空间 , 这 里 从 
赂 、 

7. 粮 性 概念 的 推广 。 | 

首先 ,自然 想到 核 人 性 概念 可 以 推广 入 赋 可 列 范 空间 、 就 是 说 ， 
车 天 是 轿 可 列 范 空间 ,而 且 对 于 任何 自然 数 吉 ,存在 自然 数 # ,使 
得 空间 X。 到 空间 Xm 内 的 算 子 Ts 是 核 的 , 即 具 有 形式 


Tir= Sih, #)y. 《5.27) 


生 画工 


这 里 {jt} 和 {加 } 依 次 为 实 间 X* 及 Xn 内 的 有 界 元 素 序列 ， Xs 之 0， 
而 生 级 数 了 2% 政 敏 .@ 


然而 这 样 的 推广 并 没有 扩大 我 们 所 考察 的 空间 类 ， 因 为 在 任 
和 何 赋 可 殉 范 核 空 间 内 ,总 可 以 引进 可 列 个 内 积 ,使 它 成 为 与 原来 室 
间 同 构 的 可 列 希 尔 伯 特 核 空间 . 

这 些 内 积 可 以 如 下 地 作出 ， 对 于 任意 自然 数 m， 选 详 自 然 数 
?使 得 映射 Ta 是 核 的 ， 即 Ts 形 如 (5.27), 则 对 于 室 间 外 内 任 


QD 击 可 以 必 罕 成 Pz = (fs 的 gs， 而 级 数 也 上 fs wii 收 敏 。 
号 到 】 时 三 里 


= 3327 * 


意 二 元 素 * 和 ,规定 它们 的 内 积 为 


(xy)mn= Nf x) Chey y) . 


显然 ,对 于 空间 XX 中 的 任意 二 元 素 * 和 7 了， 上 述 级 数 收 伊 , 这 是 因 
为 它 含 于 级 数 

Ear lhlelblle 
之 中 , 而 按照 条 件 , 泛 函 序列 组 成 空间 X? 内 的 有 界 集 ， 而 且 级 数 
> 收敛 


我 们 证 朋 内 积 人 xz, mn 适合 不 等 式 
| x lsC Cx xne 和 Cx mn zl， 
这 里 Ci 和 Cs 都 是 不 依赖 于 * 和 7 的 正 实数 ， 事 实 上 , 由 于 元 素 
集 {yt} 在 空间 Xs 内 有 界 , 所 以 不 等 式 


Ix ls< {Dd oldn} 


<C| bp Cfe, x) | 上 


晶 三 1 


成 立 , 这 里 C= supliyslim， 凋 由 布 尼 雅 可 夫 斯 基 - 施 瓦 效 不 等 式 
得 


[DD < DM OF Dh 

R=1 R=1 | i=lI 
然而 Zl Cr PF = (x xX) ms, 
因此 有 | x [CR YU many 


+ 号 了 有 


这 里 C= 0 TAs. 


[ 


及 一 方面 ,有 不 等 式 


《六 mn = Dy hr] (fe, x 


lx I Sa fl < x 2， 


这 里 Gs = supllfe 几 。Y) 和 e。 这 就 证 明了 我 们 所 需要 的 关系 .。 由 


于 灿 是 任意 的 ,于 是 由 这 些 尖 系 推出 ,这 组 内 积 (x,yY)ns 在 空间 六 
站 给 出 的 拓 站 就 是 范 数组 1 xiis 给 出 的 拓扑 ， 国 而 匡 是 可 列 希 尔 
伯 特 空间 . 

我 们 还 要 证 上 明 这 个 空间 是 核 空间 为 王 我 们 考察 使 73 为 核 
算 子 的 任意 两 个 指标 如 及 ?2 , 必 有 指标 上 ># 及 7 所 使 得 映射 
Ts 及 5s 是 核算 子 ， 空间 式 按 内 积 (z, yj)ma 完备 化 后 所 得 的 空 间 
记 为 mn 而 接 内 雁 (C% ,7) pr 完备 化 后 所 得 的 空 间 记 状 prs 而 且 
用 Ta; 表示 从 空间 站 pr 到 空间 天 ma 的 映射 ,区 这 个 了 映射 是 核 的 , 事 
实 上 ,映射 Ta; 是 下 列 苹 积 ; 

T= EiriQ, 
这 里 台 是 空间 Xz* 到 空间 六 y 内 的 映射 ,了 是 空间 XX; 到 空间 并， 
内 的 映射 ,而 尺 是 空间 X: 到 室 间 Xms 内 的 映射 ， 然 而, 映射 和 
只 是 连续 的 ,这 是 由 于 不 等 式 
| xsBiKzyx)ypr 及 (xr) mB,||z||:. 


又 由 条 件 ,映射 T? 是 核算 子 ， 因 此 了 2 作为 核算 子 与 连续 算 子 之 
积 仍 是 核 的 ， 事 实 上 ， 一 般 说 来 , 若 Tz= 之 ,和 (oo 为 巴 拿 
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赫 空 间 蕊 到 巴 拿 赫 空间 Y 办 的 核算 子 ， 侧 4 是 巴 拿 赫 空间 Y 到 巴 
拿 赫 空间 蕊 内 的 连续 算 子 , 则 算 子 4 可 以 表示 成 


4Tz = > hilfe, x) Ay', 
el 


其 中 由 于 算 子 有 女 的 连续 性 , 室 间 Z 内 的 集 {Ays} 是 有 界 的 ,因此 AT 
是 核算 子 ， 同 理 可 证 算 子 4 的 核 性 ， 这 里 4 是 空间 Z 到 空间 六 
内 的 连续 算 子 ,而 T 是 空间 外 到 室 间 Y 内 的 核算 子 ， 于 是 仿 上 有 


TAx= Edy = Zeh, ZHYE, 


由 算 子 4* 的 连续 性 , 集 {4* 有 是 有 界 的 

8. 局 部 凹 炉 空间 

可 到 希 尔 伯 等 核 空间 概念 的 重要 推广 是 局 部 凸 核 空间 概念 ， 
为 此 先 推广 核算 子 概 念 ， 仿 第 7 了 7 段 , 若 天 是 T 现 局 部 瞩 空 间 ，Y 
是 蔬 拿 赫 空 间 ， 候 定 存 在 大 上 的 连续 线性 证 画 的 等 度 连 续 序 列 
{ 记 天机 存在 瑟 上 的 连续 尘 范 数 了 ,使 得 sup| (fa, 2)| gC#) 对 于 一 


切 *EX 成 立 ) ,空间 Y 内 的 有 界 序列 {yr} 以 及 满足 条 件 之 ,Cr 过 
co 的 非 负数 列 {Ce}, 则 级 数 
Cife, x)y 5, 28) 
相反 竺 


滥 收 策 ， 事 实 上 ,由 于 { 太 } 的 等 度 连 续 广 ,存在 空间 X 上 的 一 个 过 
续 尘 范 数 ,使 得 对 于 一 切 xEX 有 sup| (fx,*)| 志 gCx) 成 立 , 因此 


有 不 等 式 
1 2 Ce lf, x)ysll qr)supllysll SCs 


成 立 。 这 就 证 明了 (5.28) 对 于 每 一 个 EX 有 意义 ,从 而 它 定义 了 
» 330 。 


一 个 把 空间 映 到 空间 Y 内 的 连续 往 算 子 ， 我 们 称 这 个 算 子 为 招 
空间 和 胀 到 巴 人 章 赫 空间 Y 内 的 核算 于 . 
这 里 的 核算 子 概 念 显然 是 8 4 定义 的 核算 子 颖 念 的 撞 广 . 
落 天 是 局 部 凸 空间 ,8 是 工 内 特点 的 一 个 凸 均衡 邻 域 , 令 
Prixy =inf{h | x ENA, DOT， : 
即 pylx) 是 7 的 闵可夫 症 基 泛 画 史 昌 py 是 天 上 的 一 个 连续 半 范 数 ， 


令 


Nr = {rx EX, prtx) =07= {rr EN, NEV, N00), 
由 Nr 是 空间 七 的 一 个 财 线 性 子 空 涪 , 而 且 商 室 间 raAX/N?r 是 
一 个 赋 范 线性 空间 , 其 范 数 为 [$y 入 py(x). 这 里 六 是 含 元 素 * 的 
关于 模 入 i 的 璋 余 类 ， 事实 上 , 设 * 一 x1ENr, 则 
Prtr) pp (ry + pr lr — x) = py(¥), 
同 理 py (7) 志 py(xX1)。 因 此 , 若 * 和 x 部 在 模 N， 的 阅 一 个 镜 余 类 
中 , 便 有 py, (x) = p(x)， 又 显然 有 |1l 宇 和 上 101 = 0. 如 里 ||， 
一人, 则 由 xE#, 必 有 *EN,G, 从 而 有 =0， 三 角形 不 等 式 为 
li + gl = prt ty) pC 4 ppCY) =) + 由 H 训 | 
另外 ,还 有 
oxlly = prC0x) =| a lpp Cx) 一 1 [lly. 
利用 等 价 性 
(pr, pr > (FF 一 忆 )， 
我 们 可 仿 定 义 一 个 上 典型 映射 ， 
YF 
其 办 法 是 将 包含 * ( 关于 并 Nr.) 的 删 余 英 27, 与 包 售 *《 尖 于 模 
7 的 剩余 类 z, 联系 起 来 ,这 样 得 到 的 映射 是 连续 的 ,因为 
EE 
有 了 上 边 的 淮 各 工作 之 后 ,我 们 就 可 给 出 局 部 廿 核实 间 概 念 . 
定 兴 5.4( 哥 劳 否 狄 克 (Grothendieck)) ” 设 是 Ts 型 局 部 山 
所 盾 线 性 空间 、， 如 困 对 于 和 零 感 的 任意 则 均衡 邻 域 VF 存在 淮 点 的 
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朋 一 个 凸 均衡 邻 域 了 ,使 得 典范 映射 工 ，o 一 一 总， 是 校 映 
射 , 则 称 冯 为 局 部 匡 核 空间 ,这 里 京 "是 踊 范 线性 室 间 各 的 完备 化 ， 
可 以 证 明 , 可 列 项 尔 伯 和 将 核 室 间 正 是 局 部 上 四 核 室 间 的 特例 、 

局 部 是 核 空间 有 许多 充 要 条 件 ， 例如 , 下 边 任 何 一 个 都 是 充 
可 条 人 性， 

《1) 对 于 零点 的 任 一 凸 均衡 铝 域 六 ,典范 颈 射 TX 一 > 六 
是 核 的 ， 

(2) 对 于 空间 XX 上 的 任 一 个 连 绪 半 范 数 p2 ， 存 在 天 上 的 另 一 
个 连续 半 范 数 9 宇 p, 使 得 X$ 到 天 内 的 更 范 上 映射 是 核 的 ， 

《3) 空间 到 一 个 叫 拿 赫 空 间 了 内 的 每 一 个 连续 线 考 腕 射 是 
核 的 ， 

《4) 从 一 个 巴 拿 赫 空间 到 XX* 内 的 每 一 个 耻 音 位 球 到 等 度 尖 
续集 内 的 线 性 映射 是 核 的 . 

由 这 些 等 价 条 件 或 定义 可 站 接 导 出 核 空间 的 一 系列 性 夸 ; 例 
Ws 

《1) 局 部 凸 空间 天 是 核 的 充 要 条 件 是 ; 它 的 完备 化 空间 到 是 
楼 的 . 

(C2) 核 空间 的 线性 子 空间 是 核 约 , 

(3) 核 空 间 关 于 一 个 闭 色 性 子 室 间 为 寞 的 商 空间 是 楼 的， 

《4) 核 空间 族 的 乘积 是 核 的 ， 

(5) 核 空 间 序 列 的 归纳 极限 着 核 的 。 
其 证 明 可 参看 后 面 参 考 文献 22 或 5 

核 室 间 的 详细 讨论 和 应 用 可 参看 后 面 参考 文献 37 与 51， 
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符号 说 明 


N 自然 数 集 
及 实数 域 或 一 维 实 欧 氏 空间 
C 复数 域 或 一 维 复 欧 氏 空间 
N" n 元 有 序 自然 数组 的 全 体 
R" fn 维 实 网民 空间 
CSco) 在 及 ”内 呈 纪 连 续 可 被 的 复 值 函数 类 (车 m= co， 
则 各 阶 小 于 coo; m= 二 0 时 为 连续 函数 类 》 
K . 虹 或 蕊 或 基本 空间 
N= NE) 及 * 内 的 变 点 
2 一 【zi ,a) C? 内 的 变 点 
基 才 1 (sx 十 这 加 二 之 
之 wTiyy | 
本 iz 
Ed (Ss) 
了 于 二 
而 1 1 172 
| 多 es) -Dart ) 
Ja - 十 己 】 
x 十 y (1 yi Xn) 
hx (hw, ,Rx ,EER 
Ey X11 二 二 Xn Ys 
dx dx1 "dx, 
ie| 若 ca 一 (Ga 00) , 则 敬一 gt 十 … 汪 二 
Ds 或 D" 知人 一 (ai ,G9) , 则 Ds = DD" .Der 
D, iEN 
x 21 
a! Al -onl 
让 灵 1 位 计 a 
(8) (B81) (8 这 时 008 0 
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op 


exp (albzl") 


Ce 
(DD) 


ff: Xr 


f+ 
fA) 
fr1¢8) 
FAB)! 


F(A 或 了 
P10 
4 
-4# 或 了 
LiX,Y) 
BX,Y) 
jw 
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a ty(j =} To 类》 


( 2 

月 BB. 

exp {talb zl 十 十 40b ,20)")， 这 里 4 一 
(1 Gn) b= hi, ba) ,R= CR ,Re), 
i A 

浴 9,8 或 #8 是 数量 , 则 仍 用 41 一 04 一 … 二 204 一 4， 
bi 一 by 二 … 一 bs 二 或 hi 二 和 一 … 一 Ra 一 站 
C" 内 具 紧 支 集 的 函数 类 


”Cs 赋予 拓扑 技 得 到 的 基本 空间 


从 地 到 了 内 的 映射 

映射 的 道 

集 4 在 映射 F 下 的 像 

集中 在 哑 身 丰 的 原 像 

suplf Ca) 

函数 /或 广义 通 数 j 的 傅 里 时 变换 

函数 f 或 广 放 函数 1 的 道 笨 里 什 变 换 

空间 芋 的 共 辐 空间 

线 竹 算 子 4 的 共 轿 算 子 

处 关 到 了 内 的 一 切线 性 算 子 的 集 

共 基 到 了 内 的 一 切 有 看 线性 算 子 的 集 
空间 中 内 序列 { pm} 依 全 的 收 侣 性 以 钙 内 的 元 案 
多 为 裤 限 
直 和 名 


” 郑 积 


隔 扑 空间 中 零 雹 罕 的 叙 域 基 
招 耻 空间 中 元 素 x 的 邻 域 系 或 邻 域 基 
笛 卡 儿 乘 入 


名 词 索 引 


5 请 数 ”100, 121. 238 KK{MG} 空间 102 
站 型 序列 135 二 空间 44,J61 
0 和 找 数 15 LF 空间 时 
J 环 15 nr 阶 分 布 180 
J 有 限 测度 156 (Os) 空间 252 
币 广 六 函数 114 《Da) 空间 250 
而 广义 基数 空间 114 pf 可 积 146 
B 空间 23 yr 空间 224 
刁 。 空 间 58 PP 范 数 23 
如 + 室 间 名 户 止 集 274 
CD*) 空间 163 忆 空间 102 
上” 空间 120 人 SCE, 过 ,WH 空间 21 
De) 空间 173 Ti=0,1,2,3,4) 空间 10 
党 空间 44,161 ZU 站 空间 104 
五 空间 103 空间 234 
《以 下 扶 笔 画 排 列 》 

， 一 ~ 了 臣 画 下 界 +4 
一 致 性 空间 10 下 确 界 14 
一 致 性 结 槐 ”10 下 半 连 续 275 
几乎 处 处 15 无 条 件 驳 语 ”308 
广义 函数 ”114 无 处 稠密 集 12 
广义 导 画 数 127 - 肉身 2 
三 淡 函 数 空 间 114, 237 内 点 7 
子 空间 9,33 内 部 8 
上 界 4 “| 内 积 28,302 
上 确 界 4 内 积 空间 27 
上 六 连续 2756 - 况 射 2 
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支 亿 102,175 
支撑 28 
开 有 映射 10, 2 
开 算 子 27 

开 集 6 

开 球 11 

价 布 99,167 
分 布 的 支 集 175 
分 布 的 阶 ”1830 
从 局 桥 盖 164 
不 定 积 分 182 
只 尔 空间 12 
巴 人 阐 赫 空间 23 


平衡 集 35 
平移 18] 
半 序 4 
洋 序 和 集 4 
举 序 有 界 亿 4 
半 序 点 列 5 
举 范 数 和 
妇 纳 乐 5 
归纳 拓扑 9 
归 油 极限 89 


可 列 荐 尔 伯 竺 空间 303 


可 列 并 空间 9 
可 和 分 空间 8 

可 度量 化 室 间 11,33 
可 赋 范 空间 5 

可 测 宅 间 15 

可 测 集 15 
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可 测 旺 数 戈 
可 积 辐 数 ”17,18 
可 除 素 子 188 
边 异 8 

代 闭 15 
正则 化 ”214 
下 3 28 

正 交 补 好 

正 分 布 172 
正则 广 尽 函数 115 
正则 分 布 100 
正则 沁 二 ”238 
对 角 线 10 
左 线 性 空间 13 
右 线 性 空间 13 
弗 雷 希 空间 44 
对 惕 空间 7 
凸 党 35 

止 包 274 

凸 谤 范 49 


全 序 华 5 

全 局 分 布 173 

全 连续 算 子 279 

有 向 集 5 

有 模 集 11,45,567 - 
有 界 算 子 站 

有 四 线 性 算 子 68 

有 界线 性 汉 函 ”25,68 
有 界 分 布 223 
有 限 函 数 109 


有 限 泛 函 268 
有 限 阶 (分 布 ) 192 
有 限 迹 算 子 29? 
信 国 数 1 和 4 季 
有 限 测 诬 15 
网 5 
闭 集 7 
闭 球 11 
闲 算 子 中 
闭 包 8 
导 集 8 
导 空 间 126 - 
导 图 妾 127 
导 旺 空间 8 
同 胜 映射 8 
闻 构 ”30 
同 构 映射 、14 
以 首 8,161,230,234 
列 紧 空间 12 
列 紧 子 空间 12 
共 元 空间 25,77 
浴 塌 算 于 88 
自 共 斩 紧 算 子 281 
自 友 空间 站 
吸收 从 和 姑 
齐 性 215 

七 
完 洛 空间 11,46 
完备 正 交 系 29 
完 省 格 5 


千金 空 间 83 


完全 标准 正 交 系 30 
地 10 

邻 域 6 

分 域 基 7 

连通 空间 8 

连续 映射 8 
局 部 颇 空 间 12 
局 部 同 空 间 区 

局 部 可 积 函 数 ”99,115 
局 部 分 布 173 

局 部 有 限 开 ( 闭 ) 覆 盖 164 
局 部 广 尖 于 效 173 

局 部 可 除 188 

局 部 凸 核 空 间 332 
序列 完 省 空间 46 
拟 完 备 空间 46 

汉 孙 25 

沈 拓 扩 9 

严格 归纳 极限 90 
独 控 克 测 度 ”121 

系数 215 

苦 尔 人 怕 特 空间 28 

戎 尔 怕 特 - 施 米 符 范 煞 286 


省 尔 伯 特 - 施 米 符 型 算 子 285 


均衡 代 35 

六 可 去 斯 基 泛 菌 。 各 
汕 函 数 224 

迁 拓 2 

极 大 元 5 

棚 小 元 5 

张 所 积 ”205 


八 画 
限制 2 
典型 映射 ”4 
直 积 203,205 
拓扑 5 
扼守 空间 6 
拓扑 基 56 
拓扑 积 9 
拓扑 线性 空间 32 
范 数 ”22, 24 
范 数 拓扑 ”22 
线性 向 构 ”14 
线性 同 构 映 射 _14 
线性 度量 空间 64 
线性 空间 33 
钱 性 组 合 13 
线性 包 ”13 
线性 无 关 14 
线性 相关 14 
线性 狐 射 1 
线性 算 子 23 
线性 汉 卫 ”25,227 
环 15 
依 测 度 收 襄 17 
孟 德 尔 空 间 83 
和 谐 范 数 61 
固有 收 仇 107 
图 形 2 
空间 的 邻 城 基 ? 
在 正则 分 布 100 
非 立 数 型 广义 辆 数 ”12] 
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函数 型 分 布 100 

应 数 型 三 尺 疯 娄 115 
奇异 分 布 100 

霖 异 广义 函数 121 
单 射 2 

单位 分 解 165 

郑 积 207,266 
卷 积 方程 215 

卷 272,266 

洪 子 266,272 

周期 基本 国 数 ”224 
周期 分 布 226 

实 分 布 172 
实 哉 性 这 了 汞 71 
试验 空间 101 
试 匠 函数 101 

上 罗 画 
标准 分 解 ”2382 
标准 正 交 系 如 
相对 紧 子 空间 1: 
指标 集 2 
绝对 pp 半 范 数 ”275 
绝对 收 误 ”308 
绝对 四 党 35, 274 
绝对 户 凸 保 274 
柯 西 滤 子 ”11 

柯 西 网 46 

柯 西 序列 1 
度量 1] 

度 基 空间 11 
哈密 尔 基 14 


测度 15 

测度 空间 16 

迹 214 

急 诚 函 妆 102 

忽 减 广 必 函数 252 
十 ” 画 

积分 17,18,88 

容许 连续 平 黎 264 

容许 可 微 平 移 3264 

核 8, 320 

核 拓 扑 9 

- 核 空 间 14,68, 307 

核算 子 ' 291, 331 

焙 4 

紧 扯 子 279 

肾 空 间 二 

紧 子 空间 1: 

射影 拓扑 5 

莱 积 拓 护 3 

乱 积 测度 20 

荐 子 123 

弱 收 煞 27,167 

弱 邻 域 0 

弱 拓 扑 80,81,167 ,305 

玛 * 极 限 27 

弱 # 收 化 27 

弱 有 界 305 

圆 集 35 

遂 周 集 35 

原 分 布 “182 

荐 否 广 尽 函 数 182 


二 一座 
族 2 

商 靠 3 

商 映 射 4 

商 拓 扑 3 
笛 卡 儿 乘 积 3 


其 本 空间 38,101,27 
基本 函数 98, 101,257 
基本 解 217 
基本 邻 域 组 7 了 
基 5 
第 一 (二 ) 范 畴 集 内 
第 一 可 数 ( 可 烈 ) 公 理 了 
第 二 可 数 { 烈 ) 公 理 7 
但 岂 引 理 5 
商 矣 射 4 
距离 11 
座 透 5 

十 二 男 
等 价 1 
等 昼 范 数 列 67 
等 价 范 数 全 
等 价 函 数 序列 110 
等 价 邻 域 基 7 
等 距 同 构 23 
等 距 算 子 282 
超 谈 子 5 
集 函 炊 ”15 
强 有 检 305 
汉 收 第 ”24,173,167 
强 邻 域 78 
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强 拓扑 78,81,168, 305 

赋 $ 范 线性 空间 23 

诚 可 列 羊 范 空 间 7 

受 可 草 范 空间 6 

供 范 线性 空间 22 
情 里 叶 变 稳 234,241,244,260 
傅 里 叶 遂 变换 234,241,246 
博 里 叶 季 煞 29 

傅 理 叶 对 偶 空 间 259 

和 宅 华 1 

下 度 179 


» S40 +* 


十 三 画 以 上 

简单 前 数 17 
证 子 5 

小 基 5 

称 密 8 

零 空 间 14,68 
满 射 2 

截 部 5 
截 部 滤 子 #6 
聚 点 8 

算 子 23 
解析 省 函 239 


外 国人 名 中 详 对 照 表 


盖世 el 阿 风 条 

起 rzela 阿尔 采 拉 
Ascoli 隔世 科 里 
Baire 有 风 泵 

Banach 碧 拿 转 
Bessel 由 赛 尔 
Borel 这 菜 尔 

柯 西 
Descartes 管 卡 儿 
Dirac 犹 控 克 
Euclid 了 欧 几 里 德 
Fatou 渤 都 

Fisher 费 欢 秤 
Fourier 和 二 里 叶 
Fréchet 弗 雷 希 
Fubini 富 比 尼 
Causs 高 斯 

Green 格林 
Grotlhendieck 玉 劳 天 狄 吉 
Hadamard 阿达 声 
HHahn 只 古 
Hamel 陪 密 尔 
Hauwsdorff 豪 斯 道夫 
Heaviside 海 维 故 德 
Hermite 挨 尔 米 特 
Hilbert 项 东 伯 特 
HG6lder 赫 尔 德 
Jacobi 有 雅 可 比 
Kelvyin 开尔文 
Kronecker 这 前 星 询 


Landau 兰 


Cauchy 


12 
8 
84 


上 


Laplace 拉 普 拉 戎 
ELasalie 拉萨 尔 
Lebesguse 惑 页 描 
Leibniz 菜 布 尼 夫 
Levi 列 维 
Montel 活 德 尔 
Nikodym 尼克 了 
Parsev&l 马赛 瓦尔 
Poussin 演 沫 
Radon 拉 东 
Riemann 地 时 
Riesz 条 斯 
Sehats 洱 获 
Sehmidt 施 洲 特 
Sehwartz 施 瓦 兹 
Stieltjes 斯 蒂 尔 吉 斯 
Taylor 麦 勒 
Tonelli 东 万 蝶 
Valle 豆 某 
Yottng 梯 

Zorn 化 慰 


Boronmeon 
五 YEAKCBLC 了 世间 
布 尼 雅 可 夫 斯 基 
Tenmz 中 aaHIr 普尔 凡 特 
Eropoa 时 果 洛 去 
Konxoropos 柯 尔 莫 可 洛 兴 
MaxHroncEn 羡 ” 阅 可 兴 斯 起 
Cogoaea 索 怕 烈 去 


保 哥 留 波 夫 


324 
96 
16 
56 
47 

127 
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